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A Patricia. / A AnaZoraida. 



A los que van quedando en el camino, 
Compañeros de ayer, 

De hoy y de siempre. 
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INTRODUCCION 



El libro que os ofrecemos, no es un libro auto contenido, sino un instrumento 
de complementación, para la práctica indispensable en el tópico relativo a las 
integrales indefinidas. En este contexto, el buen uso que se haga del mismo 
llevará a hacer una realidad, el sabio principio que unifica la teoría con la práctica. 

El trabajo compartido de los autores de "801 ejercicios resueltos" es una 
experiencia que esperamos sea positiva, en el espíritu universitario de la 
activación de las contrapartes, en todo caso será el usuario quien de su veredicto 
al respecto, ya sea por medio del consejo oportuno, la crítica constructiva o la 
observación fraterna, por lo cual desde ya agradecemos todo comentario al 
respecto. 

Nos es grato hacer un reconocimiento a la cooperación prestada por los 
estudiantes de UNET: Jhonny Bonilla y Ornar Umaña. 



5 



INSTRUCCIONES 



Para un adecuado uso de este problemario, nos permitimos recomendar lo 
siguiente: 

a) Estudie la teoría pertinente en forma previa. 

b) Ejercite la técnica de aprehender con los casos resueltos. 

c) Trate de resolver sin ayuda, los ejercicios propuestos. 

d) En caso de discrepancia consulte la solución respectiva. 

e) En caso de mantener la discrepancia, recurre a la consulta de algún 
profesor. 

f) Al final, hay una cantidad grande de ejercicios sin especificar técnica 
alguna. Proceda en forma en forma análoga. 

g) El no poder hacer un ejercicio, no es razón para frustrarse. Adelante 
y éxito. 
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ABREVIATURAS DE USO FRECUENTE 



e : 


Base de logaritmos neperianos 




Logaritmo natural o neperiano. 


log: 


Logaritmo vulgar o de briggs. 


sen'. 


Seno. 


ares e n '. 


Arco seno. 


eos : 


Coseno. 


arceos : 


Arco coseno. 


are co s : 


Arco coseno. 




Tsnnpntp 
i cu iijd ILC 


are tg '. 


Arco tanaente 


CO Tg 


Cotangente. 


are co tg 


Arno notannpntp 


sec : 


Secante. 


are sec : 


Arco secante. 


eos ec '. 


Cosecante. 


are sec : 


Arco cosecante. 


exp '. 


Exponencial. 


dx : 


Diferencial de x. 


x : 


valor aosoiuto ae x. 


m.c.m: 


Mínimo común múltiplo. 




IDENTIFICACIONES USUALES 


sen"x = (senx)" 


sen 1 x = ares en x 


ir¡ n x = {ír¡xT 


£og"x = (£ogx) n 


logx = log \x\ 





IDENTIDADES ALGEBRAICAS 

1 . Sean a, b: bases; m, n números naturales. 

m n m+n / m\n mn 

(X (X CX \(X ) & 



í V 



n 

a 



\b) b" 

-„ _ J_ a° = l,a * 

~ a" 
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2. Sean a, b ,c: bases; m, n números naturales 

(a±bf =a 2 + 2ab + b 2 (a + bf = a 3 ±3a 2 b + 3ab 2 + b 3 



(a±b) =a 4 ± \a 3 b + 6a 2 b 2 + Aab 3 + b 4 

a 2 "-b 2n =(a"+b")(a"-b") 

(a + b + c) 2 = a 2 +b 2 +c 2 + 2(ab + ac + bc) 



a 2 -b 2 =(a + b)(a-b) 



a±b 3 = (a±b)(a 2 + ab±b ¿ ) 



3. Sean b, n, x, y, z: números naturales 



log(xyz) = £og b x + £og b y + log b z 
tog h x" = nlog b x 

£og h i = o 



*og b 



f \ 
x 



= £og b x-£og b y 

y ) 

4x = -£og b x 



£og h b = \ 



£r¡e = \ 
lr¡e x =x 
exp(£r/x) = x 



£r/expx = x -x 



e 1 = x 



1. 



sen = 



1 



eos ecO 



Tg0 = 



sen 6> 



IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS 



eos = 



cosí? 
sen 2 # + cos 2 6> = l 

1+ co rg 2 = eos ec 2 9 
cosdrgd = send 

2. 

(a) 

sen(a + /?) = s en a eos/? + eos a sen/? 

a , /l-cosa 
sen — = +. 
2 



secO 



1 



rgd = 

COTgO 

l + rg 2 é> = sec 2 é> 

eos 9 eos ecí? = co xgO 



sen2a = 2sena eos a 

2 1 - eos 2a 
sen a = 



s e n( a - ¡3 ) = s e n a co s /? - eos a s e n ¡5 
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(b) 

cos(a + /3) = eos a eos /? - señasen (3 

2 1 + eos 2a 
eos a = 



a 1 + cosa 

eos— = +, 

2 V 2 



cos(a - P) - eos a eos /? + senasen/? 



cos2a = cos a-sen a=l-2sen a = 2cos a-1 



(c) 

rg(a + ,#) 



Tga + Tgp 
l-rgargfi 
1 - eos 2a 
1 + eos 2a 



tg2a = 



Tg(a-J3) = 



2xga 
\-zg 1 a 

zga-rgp 



1 + zgazgP 



a íl-cosa sena 1-cosa 

Tg — = +. = = 

2 V 1 + eos a 1 + eos a sena 



(d) 

senacos/? = — [sen(a + /?) + sen(a-/?)] cosasen/? = — [sen(a + /?)-sen(a-/?)] 



cosacos/? = -^[cos(a + /?) + cos(a-/?)] 

n „ a + B a-B 

sena + sen/> = 2sen eos 

2 2 

^ a + /3 a-¡3 
cosa + cos/? = 2cos —eos — 



señasen /? = --^[cos(a + /?)-cos(a -/?)] 

„ „ a + /? a-B 

sena - sen p = 2 eos sen 

2 2 

a + /? a-/? 
cosa-eos p = -2sen — sen — 



(e) 

ares e n(s e n x) = x 
are rg(rgx) = x 
are sec(sec x) = x 



are cos(cos x) = x 
arccorg(corgx) = x 
are co sec(co sec x) = x 
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FORMULAS FUNDAMENTALES 



Diferenciales 



Integrales 



1 . - du = — dx 

u 

2. -d(au) = adu 

3. -d(u + v) = du + dv 
A.-d(u") = nu n ~ x du 



5.-d(tr/u) = 



du 



6.-d(e u ) = e u du 
l.-d{a) = alr¡adu 

8. -d(senw) = eos udu 

9. -¿/(cosw) = -senudu 

1 0. - d(rgu) = sec 2 udu 

1 1 .-d(corgu) = -cosec 2 udu 

12. -¿/(secw) = securgudu 

13. -¿/(cosecw) = -co sec ucotgudu 

14. -£/(arcsenw) 

15. - ¿/(are eos w) = 

16. -<i(arcrgw) = 



Vl-w 2 
-du 

Vl-M 2 
du 



l + u ¿ 



1 7. - ¿/(are co rgw) = — ^r- 

1 + w 

1 8. - ¿/(are sec w) 

19. -¿/(arcco secw) 



«Vw 2 -1 
-du 



u4u 2 -1 



u + c 



1 . - j" é/w 

2. -jadu = a^du 

3. - j" (<iw + é/v) = j" é/w + j* <¿v 

r w" +1 

4. - \udu = + c(n * -1) 

J rc + 1 

5. - — — £tj\u\ + c 

u 

6. -¡e"du = e" +c 

u 

7. -ja"du = 



- + c 



8. - Jcoswí/w = senw + c 

9. - jsenudu = -cosw + c 



10. - 

11. - 

12. - 

13. - 

14. - 

15. - 

16. - 

17. - 

18. - 

19. - 



sec 2 udu = rgu + c 
cosec 2 udu = - co rgu + c 
sec urgudu = sec w + c 
co sec u co rgudu = - co sec « + c 
é/w 

= ares enu + c 



Vl-w 2 
du 



Vl-w 2 
du 



= - are eos w + c 



1 + w 2 
é/w 



1 + W 

é/« 



= are rgw + c 
= - are co rgu + c 



u\ju 2 -1 
-du 



u4u 2 -1 



aresecw + c;w > 
-arcsec« + c;«<0 
-are co secw + c;« > 

are co secw + c;w < 



10 



OTRAS INTEGRALES INMEDIATAS 



1 .- jrgudu = 
3.- Jsec udu 



lrj\secu\ + c 
-£r/\cosu\ + c 

lr/\secu + Tgu\ + c 



TgU 



V 2 + 4y 



+ c 



5.-jsenhudu = coshu + c 

7.-jrghudu = £rj\cosñu\ + c 

9.- j sec hudu = are rgh(senhu) + c 



ii,f 



du 



\la 2 -i 



13.-f^ T = 

u + a 



ares e n — + c 
a 

u 

-aresen — + c 

a 

1 u 

— are rg — + c 
a a 

1 u 

— arecorg — + c 
a a 



15.-J 



u4a^±M ¿ 



a + \/a 2 + u 2 



2.- jcorgudu = tr/\senu\ + c 

4.- jcosecw<if< = ^/7|cosecw-corgw| + c 

6.- j" eos /zi/í/ií = senhu + c 

8.- jcorghudu = £r/\senhu\ + c 

10.- jco sec hudu = -sxccoTgh(coshu) + c 



12.- f ¡ ^ M = ir¡ u + ^ju 2 ±a 2 
1 4u 2 ±a 2 



+ c 



14.-J- 



2 2^ 

m -a 2a 



Í7J 



u — a 



u + a 



+ c 



+ c 



16.-j 



du 



u-Jü 



2 2 

a 



1 w 

— are eos — he 

a a 

1 w 

— are sec — + c 

a a 



17.- yju 2 ±a 2 du = —\/u 2 ±a 2 ± — tn u + ^ju 2 ±a" 
2 2 



+ c 



18. - Va -u du = —yja -u + — aresen — + c 

J 2 i si 

19. - jV" senbudu = 

20. - jV" eos 6itó?w = 



2 2 a 

e" M (a s e n - & eos bu) 

2 , T 2 

a +¿> 

e atl (a eos bu + bsen bu) 



a ¿ +b ¿ 



Realmente, algunas de estas integrales no son estrictamente inmediatas; tal como 
se verá mas adelante y donde se desarrollan varias de ellas. 
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CAPITULO 1 



INTEGRALES ELEMENTALES 

El Propósito de este capitulo, antes de conocer y practicar las técnicas 
propiamente tales; es familiarizarse con aquellas integrales para las cuales basta 
una transformación algebraica elemental. 
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EJERCICIOS DESARROLLADOS 

1.1 .- Encontrar: Je xdx 

Solución.- Se sabe que: e 1 ^ = x 2 

4 

Por lo tanto: je 1 ^ xdx = j x 2 xdx = j x 3 dx = + c 

4 

Respuesta: ¡e tnx2 xdx = — +c, Fórmula utilizada: ¡x"dx = ,n*-l 

J 4 J n+l 

1.2 .- Encontrar: J3a 7 x 6 <ix 

Solución. - 

1 3a 7 x 6 dx = 3a 7 1 x 6 dx = 3a 7 ^- + c 
f x 1 

Respuesta: J 3a 1 x 6 dx = 3a 1 — + c , Fórmula utilizada: del ejercicio anterior. 

1 .3. - Encontrar: J (3x 2 + 2x + í)dx 
Solución. - 

J (3x 2 +2x + \)dx = J (3x 2 + 2x + \)dx = J 3x 2 dx + J 2xdx + jdx 

x 3 x 2 

= 3| x 2 dx + 2| xdx + 1 <¿x = / 3 / -^ r + / 2 / -^ + ^ + c = x 3 +x 2 +x + c 

Respuesta: J (3x 2 + 2x + l)dx = x 3 + x 2 + x + c 

1.4. - Encontrar: j x(x+a)(x+b)dx 
Solución. - 

j x(x + a)(x + b)dx = Jxj^x 2 + (a + b)x + ab^bc = J[x 3 +(a + ¿)x 2 + a¿x]dx 
= | x 3 dx + 1 (a + b)x 2 dx + j abxdx = j x 3 <¿x + (a + b)j x 2 dx + abj xdx 

x 4 x 3 x 2 

= \-(a + b) Yab he 

4 3 2 
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x A (a + b)x 3 abx 2 

— — + + c 



Respuesta: ¡ x(x + a)(x+b)dx = — + 
J 4 

1.5.- Encontrar: J (a + bx 3 ) 2 dx 
Solución. - 

j" (a + bx 3 ) 2 dx = j" (a 2 + 2a¿x 3 + ¿ 2 x 6 )dx = j" a 2 dx + j" 2abx 3 dx + jb 2 x 6 dx 



4 7 

Í f XX 
dx + 2abj x 3 dx + b 2 j x 6 dx - a 2 x + 2ab — + b 2 — + c 



Respuesta: J (a + fe 3 ) 2 dx = a 2 x + ^y- + ^ 

1.6.- Encontrar: J y¡2 pxdx 

Solución. - 

i ^ x y 2 2J2px^ 3 
j ^¡2pxdx = j" ^¡2px^dx = \¡2p^ x^dx = ^¡2p —y + c = — h c 



- + c 



2 ^ 3 



Respuesta: J ^¡2pxdx = 2 ^P X ^ + c 



1.7.-Encontrar: f-= 

Solución. 



r dx t -y , x n 
\ — =\x / "dx = — 



dx r -i/ , x" x " nx " 

- + C = — ; hC = hC 

« ra 



<¿x rax " 



_ , r ax nx - 

Respuesta: —¡= = 

¡ ra-1 



- + c 

l-n 



1.8.- Encontrar: j"(nx) " dx 
Solución.- 



l-n l-n l-n 1 



J(nx) " dx = j"ra " x n dx = n n Jx " dx = ra " j"x n 'dx 



l-« n l-íi n l-n ¿ ¿ l-n+n 1 

X X n +1 n - V V 

- = ra " —. h c = ra " —- + c = n " nx +c = n " x +c = n " x" + c = n /n x /n + c 

n n 
l-n 

lnx + c 



Respuesta: J(nx) n dx = zj 

1.9.- Encontrar: ^{a Á -x % ) 3 dx 
Solución. - 

J(a^-x^) 3 Jx = jr(a^) 3 -3(a^) 2 x^+3a^(x^) 2 -(x^) 3 ljx 
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= J (a 2 - 3a /3 x A + 3¿/ 3 x /3 - x 2 )dx = J a 2 dx - J 3a A x A dx + J 3a A x % dx - J x 2 ¿/x 

= a 2 J <¿x - 3a* J x%x + 3a K J x Á dx - J x 2 dx = a 2 x - 3a^ ^— + 3a K ^ - — + c 

Á Á 3 

2 9a^x^ 9a^x % x 3 
= a x 1 he 



Respuesta: J (a 73 -x /3 ) 3 <ix = a 2 x — + — - + c 



7 3 

;< 2/^ , , 9a Á x Á 9a Á x Á x 3 

~3 

1.10.- Encontrar: J(Vx + l)(x-Vx + l)<ix 
Solución. - 

J(Vx + l)(x-Vx + l)(¿x = (xVx-^>/x^ í ' + + /- ?fx +\)dx 

= J(xVx + l)¿/x = j(xx^ +Y)dx = j"(x % +Y)dx = j" x%x + j" dx = — + x + c = +x + c 



5/ 5 



. . . 2x^ 

Respuesta: j (Vx + l)(x - Vx + l)dx = — ^— +x+c 



(x 2 +l)(x 2 -2)dx 



1.11.- Encontrar: ¡ {X A * 

J Vx 7 



Solución. - 

r (x 2 + l)(x 2 - 2)dx _ r (x 4 - x 2 - 2)dx _ r x 4 r x 2 r 2 

J ^jt = J = J~¡% dx ~i^r x ~i^% dx 



10.. -i ^2 +1 

■ 3 -J% v% 



r 10/ , r y , _r -y , x j x° _x j x /3 x /j _x /j 

- x n dx- x n dx-2\ x n dx = —^ - A 2^ — = -^ = — 2-rr + c 

3 3 3 3 3 

= 3 ^-3^-6x^ + c = 3^-3^-6^ + c = 3^-3^-6^ 
13 7 13 7 13 7 

Respuesta: í<í^¿^ = í^-^-6k +c 

-x 
Vx 



. _ x n \ 2 

1.12.- Encontrar: J- — _ d x 



Solución. - 

f (x m -x") 2 J f (x 2m -2x"x"+x 2n ) J f (x 2m -2x m x' ! +x 2 ") J 

j= dx = j= dx = tjz dx 

J Vx J Vx J v 



X 



2m-l/2+l m+n+1/2 2n+l/2 

= í (x 2 - 1 ' 2 - 2x' M+ "- 1/2 + x 2 - 1 ' 2 )dx = — — + — + c 

J 2m-l/2 + l m + n + 1/2 2n + l/2 

4m+l 2m+2n+l 4n+l 4m+l 2m+2n+l 4«+l 

+ - r + c = + + c 



4m + l 2m + 2rc + l 4rc + l 4m + l 2m + 2n + l 4rc + l 
2 2 2 
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2x 2m Vx~ Ax m+n Jx~ 2x 2 "Vx~ 

+ + c 

Am + 1 2m + 2n + 1 An + 1 



Respuesta: J 



(x m -x") 2 



Vx 



-dx-4x 



4x 



2x 

+ 



2n \ 



v Am + 1 2ra + 2rc + 1 An + \j 



+ c 



1.13.- Encontrar: J — dx 



ax 



Solución. - 



r(Va-Vx) 4 , r a 2 -Aa^fax + 6xa-Axyfax + x 2 , 
I 1= dx = I ¡= ax 



ax 

2 



(ax) 7 



-dx 



- [^—dx- ¡ 4a ^ dx+ ¡ — dx- \ AX ^ X dx+ í 
lúa; y^x l^a; ytíx 

= J a 2 a ^x ^ax - j" 4adx + j" 6aa~^xx~^dx - j" 4xdx + j a ^x 2 x ^ax 
= a % J x~' A dx - 4a J dx + 6a^ í x^ax - 4j xax + a"^ | x Á dx 



3/ X 



= a x 



• 4ax + 6a 



i/ X /¿+l A X _i/ x /2 

h 4 ha /2 he 

1 , ^ 1+1 TU 3 



-+1 



¿+1 



/2 X 2 % 

3/ X /¿ . „ i/ X /2 . X _i/ X /2 

= a /2 ^--4ax + 6a /2 — — 4 — + a /2 ^- + c 



3 1 3 X 

= 2a Á x Á - 4ax + Aa A x Vl - 2x 2 + 2a 1/2 + c 



Respuesta: 

J Vax 
1.14.- Encontrar: J 



dx = 2a K x^ - 4ax + Aa A x Yl - 2x 2 + -f 

5Vxa 



dx 



x 2 -10 



Solución.- 

Sea: a = VÍ0 , Luego: J * = J / 7 



x-a 



x + a 



-he 



2 VIO 



^7 



x-VÍO 



x + VÍO 



10 , 

+ c = —£r¡ 



20 



x-VÍO 



Respuesta: = ^-£1} 



x ¿ -10 20 
dx 



x + VÍO 
x-VÍO 



-he 



X + 



Vio 



+ C 



x 2 +7 



1.15.- Encontrar: J 

Solución.- Sea: a=V7 , Luego: J 



dx 



dx 



f- 

x 2 +7 J x 2 + a 2 a 



1 x 
are rg — + c 



1 X 

—i=wcTg—i= + c = are re he 

_ r dx V7 v7x 

Respuesta: — ; — = — are re + c 

J x 2 +7 7 a 



1.16.- Encontrar: J 

Solución. - 



¿fe 



4 + x 2 
¿fe r <fe 



Sea:a = 2, Luego: f , f . = lri 

= lr¡ 



V2 2 
a +x 



+ c 



x + V4 + x 2 \ + c 



Respuesta: [ , dx =lr¡ x+^4 + x 2 
J V4 + x 2 

1.17.- Encontrar: \—¡= 

J V8 

Solución. - 



+ c 



2 

X 



Sea: a = V8, Luego: f , ^ x =[ , ^ x = = ares en — + c 

V8-x 2 v« 2 -x 2 a 

x x 
= ares e n — ¡= + c = ares e n — ¡= + c 
V8 2V2 

_ p dx v2x 
Respuesta: , = ares e n + c 

1.18.- Encontrar: f 5 y 

Solución. - 

La expresión: 2 * - actúa como constante, luego: 



x ¿ +9 

1 

y + c = — + c 

dy y 



J x 2 +9 x 2 +9 J x 2 +9 x 2 +9 
Respuesta: J 



- + c 



x 2 +9 x ¿ +9 

Z: 

V4^7 



1.19.- Encontrar:] . ¿fe 



f V2 + X 2 -a/2-X 2 , r |2 + X 2 , f |2-X 2 , 

J 7T=f Jx = J \ 7T^ dx - J \ 77^ x 



Solución. 

74^7 ^ J V4-x 4 ^ J V 4 - x 4 

_ r I j r I ¿ _[ dx r dx 

^(2-x 2 )(p^f) X ^(^ñ(2 + x 2 ) X ' V2-x 2 ^ V2 + x 2 
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Sea: a = 42, Luego: J 



4 



dx 

2 2 

a —x 



í 



dx 

2 , 2 



r = arcsen lr¡ 

Va 2 + x 2 a 



V2 2 
a +x 



+ c 



= arcsen — i=-£ri 
V2 



x + 



V(V2) 



2 + x 2 



+ c = ares e n — = -tri 
42 



<+ \¡2 + / 



+ c 



x + 42 + x' 



+ c 



— . p V2 + x 2 -V2-x 2 , x . 

Respuesta: , dx = arcsen-=- Ir? 

J Ví^x 7 42 

1.20. - Encontrar: jVg 2 x<ix 
Solución. - 

jrg 2 xdx = j"(sec 2 x-\)dx = Jsec 2 xdx-jdx = rgx-x + c 
Respuesta: J rg 2 x<ix = rgx - x + c 

1.21. - Encontrar: ^corg 2 xdx 

Solución. - 

j" co 2 x<¿x = j" (eos ec 2 x - 1) dx = j" eos ec 2 xdx - j dx = -co t gx - x + c 
Respuesta : j" co zg 2 xdx = -corgx- x+c 

1.22. - Encontrar: í — ^ — 

J 2x 2 + 4 

Solución. - 

r dx r dx l r dx 1 1 x 42 42x 

— ñ = 9 = _ — 9 = /=arcTg—j= + c = arcrg + c 

J 2x 2 + 4 J 2(x 2 + 2) 2 J x 2 +2 2V2 V2 4 2 

<¿x 



. r ax v2 v2x 

Respuesta: — - — = — arcr^ + c 

J 2x 2 + < 

1.23.- Encontrar:} 



-are re 
-4 4 2 

dx 



7x 2 -8 



Solución. 



r dx r dx r dx l r dx 

J = J 7 (x 2 - 8 ) = J ^ [(x 2 - (Vf ) 2 ] = 7 J [x 2 - (Vf ) 2 ] 



1 1 

7 2(7f) 



^7 



7 

x _ Vf 



x + 



14 



?i7 



x- 



x + 



+ c = T=iri 



14V8 



4ix-4i 



4ix+4s 



+ c 



4VÍ4 



4lx-242 



V7x + 2V2 



+ c = lr¡ 



56 



4lx-242 



V7x + 2V2 



+ c 



Respuesta: J 



dx 



7x 2 -8 56 



4lx-242 
V7x + 2V2 



+ c 



1.24.- Encontrar:} 



x dx 
x 2 + 3 



17 



Solución. 

x 2 dx 



dx 



x ¿ + 3 



x ¿ +3 



x ¿ +3 



x 2 + 



(V3) 2 



_ 1 X r- \¡3~X 

-x-3—¡=wcre—¡= + c- = x- V3 arcrp he 



x 2 dx 



Respuesta: J 
1.25.- Encontrar:} 



x - V3 are ve + c 
x 2 +3 3 



dx 



Solución. 

é/x 



í 



J 



V7 + 8x 2 



dx 



V7 + 8x 2 J 7(V8x) 2 + (>/7) 2 V8 



^¿77 >/8x + V7 + 8x 2 



+ c 



Respuesta: f . — £n V8xW7 + 8x 2 

"'VtTsx 7 4 

dx 



+ c 



1.26.- Encontrar: J 



Solución. 

dx 



I 



J 



V7-5x 2 
dx 



V7-5x 2 J V(V7) 2 -(V5x) 2 V5 



1 V5 

aresenx— ¡= + c 

V7 



dx 



V5 V35x 
= — ares en + c 



Respuesta: J" - ^— 

. „ _ r(a x -b x ) 2 dx 

1.27.- Encontrar: — 

J a x b x 

Solución.- 

/ x 7 x\2 1 / 2x nt xi x . i 2x\ 2x xjsx 

(a — b ) dx f(a -2a 0+0 ) ^ ra f 2p>b 



í- 



IT A 



XI X 

a b 



-dx = \ dx- \ -riÍX+ \ 7 

J a x b x J jftf J a x / 



dx 



X JyX / \ A 

= J— dx-j2dx + j — dx- 1 — dx^Jdx+j' 



(a/fc)* 



dx = ^ ^-2x + ^ 



a y 



£r¡- 



lr¡a 




(a 






[b x " 







(»/«r , +c . («/»)- _ 2 ,_ +c 



lr¡b-lr¡a lr¡a-lr¡b 



lr¡a-ír¡b 



lr¡a-lr¡b 



2x + c 



Respuesta: J 



. p (a*-¿0 2 dx 



a'F 



lr¡a-ir¡b 



--2x + c 



sen 2 -dx 
2 

Solución. - 

1 - eos X 
Jsen 2 — dx = j" 



x 
J 



2 

x senx 
2 2 



dx = J- — ° 0SX dx = — jdx-— Jcosxdx 



+ c 



— r 2 x . x senx 

Respuesta: J sen -dx = —+c 



2 2 2 

dx 



1 .29.- Encontrar: f — -;(0 < b < a) 

J (a + b) + (a-b)x 2 



Solución. 



Sea:c 2 =a + b, d 2 =a-b, ; luego í ^=f 

J (a + b) + (a-b)x 2 J 

J 



dx 



c 2 +d 2 x 2 



d^ 



fc ! 2 










í £ l 









c 11 x 1 dx 

= — -r — arctg — 7 + c = — arctg he 

2 d i c c/ cd c 

7 /d 



i 



4a-bx 
rarctg — +c = - 



1 



ja + b*Ja-b \¡a + b ja 2 -b 2 

dx 1 



arctg. x + c 



Respuesta: J 



(a + ¿) + (a-¿)x 2 V a 2 -¿ 2 
dx 



ja-b 
-x + c 



a + b 



1 .30.-Encontrar: í — -;(0 <b<a) 

J (a + b)-(a-b)x 



Solución. 



Sea: c 2 =a + b, d 2 =a-b, Luego: J 



dx 



(a + b)-(a-b)x' 



-í 



dx 



c 2 -d 2 x 2 



-í 



dx 













-x 2 







dx 



-x 



J 1_ 

d 7 ^ 



^7 



— C/ 



x+' 



+ c = — 



2cd 



dx — c 



dx + c 



ír¡ 



y/a-bx-yja + b 



■Ja-bx + ja + b 
dx 



+ c 



2s¡a 2 -b 

Respuesta: í 

J (a + b)-(a-b)x 2 24a 2 -b 2 

1.31.- Encontrar: J (a 2 )°-ldx 

Solución. - 



^7 



4a-bx-4a + b 



yla-bx + y/a + b 



+ c 



J y(a 2x )° - ljdx = \(a- l)dx = J (1 - l)dx = J dx - J dx =J Odx = c 
Respuesta: j^(a 2 - l )°-ljdx = c 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

Mediante el uso del álgebra elemental, o algunas identidades trigonométricas, 
transformar en integrales de fácil solución, las integrales que se presentan a 
continuación. 



1.32.- 


3x 5 dx 


1.33.- 


*(l + e) l dx 


1.34.- 


(1 + rgx)dx 


1.35.- 


[cos 2 f dx 


1.36.- 


(1 + sfxfdx 


1.37.- 


'(1 + Vx")°dx 


1.38.- 


3 


1 .03." 


dx 


I .'lU.- 


dx 


V5-x 2 


Vx 2 -5 


1.41.- 


r dx 


1.42.- 


• (¿X 


1.43.- 


• dx 


J Vx 2 +5 


x 2 +5 


2 c 

x -5 


1.44.- 


[ (s e n 2 x + eos 2 x - Y)dx 


1.45.- 


Vx(l —Jx)dx 


1.46.- 


Crg 2 x + l)dx 


1.47.- 


p dx 


1.48.- 


• dx 


1.49.- 


dx 


■> x 2 -12 


x 2 +12 


Vx 2 -12 


1.50.- 


r dx 


1.51.- 


dx 


1.52.- 


dx 


J V* +12 


V12-x 2 


/ 2 

xv* -12 


1.53.- 


C dx 


1.54.- 


dx 


1.55.- 


dx 


^ v./n 

XV 1 Z — X 


xv iz + x 


Vo — ZX 


•i ce 

1 .56.- 


r dx 


1 .57.- 


dx 


1 58 - 


\/ r 2 -indx 

V A I \_/Li.\ 


J V2x 2 -8 


V2x 2 +8 




1.59.- 


(V* 2 + 10dx 


1.60.- 


Vl0-x 2 dx 


1.61.- 


r 1-COS 2 x , 

5 — dx 

sen x 


1.62.- 


[Vi -sen 2 xdx 


1.63.- 


Vi -eos 2 xdx 


1.64.- 


*(2 x -3 x )°dx 


1.65.- 


J(2°-3°) n dx 


1.66.- 


pf senx^ 

TgX 

y cosx y 


dx 1 .67.- 


• dx 

3 17 


1.68.- 




1.69.- 




1 .70.- 


^x 2 + f dx 


1.71.- 


r <¿x 


1.72.- 


dx 


1.73.- 


dx 


Xyj3 — x 2 


xV x 2 - 3 


xV x 2 + 3 


1 .74.- 


sen 3 ' 1 #dy 


1.75.- 


lr¡\wdx 


1.76.- 


jexp(£r¡x)dx 


1.77.- 




1.78.- 


r Vx"-V2 , 

¡= — dx 

V2x 


1.79.- 


\jll-x 2 dx 


1.80.- 


jV-^-Hdx 


1.81.- 


a/x 2 +lldx 


1.82.- 


'i?](e^)dx 
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1.83.- J" 



1 + Vx + Vx^~ 



dx 



l-yfx 

1 .86.- j" (co zgO - s e n #)dx 



dx 



l + 3x 2 
dx 

x^3x 2 -1 



1.89.- J 

1 .92.-J 

1.95.-jVl-3x 2 ¿/x 
1.98.-j*(3x 2 -l)dx 

1.101.-Jexp(^7^)dx 

1.104.- ff^±- 
J ^ sec x 

1.107.-jVx 2 -27dx 



1 dx 

) 



1 .1 10.- J 



dx 



2xVT 



dx 



1.113.- f , 

J 4xVx 2 +16 

1.116.-j"(l + Vx~ + x) 2 dx 

. |l-cosx| 

e 1 2 dx 
1.122.-j*(lWx-3x)°dx 



1 .84.- J (rg 2 x + sec 2 x - Y)dx 
1.87.-J- dx 

1.93.- í 

J xVl + 3x 2 

1.96.-jVl + 3x 2 dx 
1.99.-j"(3x 2 -l)°dx 



Vl + 3x 2 

dx 
3x 2 +4 
dx 



1.102.- 
1.105.- 

1.108.- 
1.111.- 

1.114.- 
1.117.- 
1.120.- 

1.123.- 



2 )dx 
exp(^77|l + x|)¿/x 



yjx 2 + 27dx 



dx 



5x\lx 2 +1 
dx 



5xVx 2 -25 
(1- Vx + x) 2 dx 



y X y 



dx 



2 dx 



1.85.- J 



dx 



,.88,^ 



V3x 2 -1 
dx 



■3x 2 



1.91.- f-£- 
J 3x 2 -l 

1 .94.- j dx 



:Vl-3x 2 



1.97.-JV3x 2 -ldx 

1.100.-j"(3x 2 -l)"dw 
1.103.-jV + e + l)*dx 

1.106.-jV27-x 2 dx 



1.109.- J 
1.112,} 



dx 



3xVx 2 -l 
dx 

3x^9-x 2 

1.115- f (1 "f )2 dx 
J x 

1.118.-j"(l + x) 4 dx 

1-sen x 

1.121 .-J^7e^~~dx 



flESPÍ/ES7tfS 

3x 5+1 x 6 x 6 

1.32.- Í3x 5 dx = 3Íx 5 dx=^^ + c = 3 — + c = — + c 

J J ^4-1 9 



1.33.-J(l + e) x dx 

(l + e) x dx= a x dx= + c = — — + c 



£r/(l + e) 



1 .34. - j* (1 + rgx)dx = j dx + j rgxdx = x + £r¡ |sec x| + c 

1 .35. - icos 2 f dx = f ^ + cos ^ _ J_f j x + j_ f cosx ¿/ x = — x + — senx + c 

J 2 J o 9J9J 99 
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.36.- J (1 + Vx) 3 dx = J (1 + 3Vx + 3(p^ ) + y¡x J )dx = j" dx + 2>4x + 3 J xdx + J x%x 



x 2 2 x 2 2 

= x + 2x^ +3 — + -x % + c = x + 2xVx + 3 — + -x 2 Vx + c 
2 5 2 5 

1 .37.- J (1 + yfxfdx = J <¿X = X + c 

. OQ f 1+4 , l + # f , l+# 
1 - 38 -ÍTT* íy = IT±í*' = ' 



L-r 3 

dx 



1+ 



J + C 



1.39.- í 

J V5^ 

Sea: a = V5 , Luego: f J¿= — =f 



dx 



= ares e n — = + c = ares e n - 



V5" 



■ + c 



1.40-f-^ = f-, 

, r dx r dx 
1 .41 .- = 

""Vx 7 ^ J 7x 2 + (V5) : 
dx 



dx 



= ^77 x Wx 2 -5 



• = ^77 



x + 



Vx 2 + 5 



+ c 



+ c 



x 2 + 5 



1.42.- J 

Sea: a = V5 , Luego: j"— 



dx 



x 2 +(V5) 2 >/5 



1 x 

are —¡= + c 



V5 V5x 
= are rg + c 



dx 



5 J X 2 -(V5) 2 2V5 



^77 



;-V5 



x + 



V5" 



10 



:-V5 



x + 



V5" 



+ c 



1 .44. - J (s e n 2 x + eos 2 x - l)dx = J (1 - l)dx = J Odx = c 

2 x 2 

1 .45. - j" y[x(l-y[x)dx = j"(Vx -x)dx = j Vxdx - j xdx = — x^ _ ~^~ + c 

1 .46. - j* (rg 2 x + l)dx = j" sec 2 xdx = rgx + c 



1.47.- f^=f 



dx 



V3" 



lr¡ 



x 2 -12 J x 2 -(VÍ2) 2 2VÍ2 
:-2V3 



lr¡ 



X-V12 



x + VÍ2 



+ c = 



4^3 



lr¡ 



:-2y¡3 



x + 



2^3 



+ c 



X+2V3 

dx 



+ c 



12 

1.48.- f 

J x 2 + 12 

Sea: a = VÍ2 , Luego: J 



dx 



1 X 
are rg — — + c 



x 2 +(VÍ2) 2 VÍ2 V ' VÍ2 



1 x \¡3 V3x 

— ¡= are re — ¡= + c = — are re he 

2^3 2V3 6 6 



í 



Vx 2 -12 J 7x 2 -(VÍ2) 2 
c/.v j dx 



1.49. - j " 

1.50. - f -. 

"Wx 2 + 12 J ^/x 2 + (VÍ2) 2 

1.51- f ¡ dx 

J Vl2-x 2 

Sea: a = VÍ2 ,l_uego:j" 



^7 



¿77 



x + Vx 2 -12 
x + Vx 2 +12 



+ c 



+ c 



dx 



í 



dx 



Vl2-x 2 J V(a/Í2) 2 -x 2 



x x V3x 
= ares e n — ¡= + c = ares e n — -¡= + c = ares e n + c 



VÍ2 



2V3 



1.52.-J 



dx 



J 



dx 



I X 1 X 

r are sec —,= + c = — ¡= are sec — ¡= + c 



xVx 2 -12 J xVx 2 -(VÍ2) 2 VÍ2 VÍ2 2V3 ' 2^ 



^ -\Í3x 

— are sec + c 

6 6 



1.53.- J 



dx 



J 



dx 



Vl2-x 2 J xV(VÍ2) 2 -x 2 ^2 

x 



^77 



^77 



6 

1.54.-J 



VÍ2 + Vl2^T 



+ c 



VÍ2 + Vl2-x 2 
dx V3 



+ c 



xVl2 + x 2 6 



¿77 



dx 



12 + Vl2 + x 2 



+ c 
dx 



V8-2x 2 J V2(4-x 2 ) V^JVÍ^x 7 V2 



1 x V2 
raresen — + c = 



ares en- 



dx 



dx 



V2x 2 -8 J V2(x 2 -4) V^Vx 7 ^ V2 
^77 x + Vx 2 -4 +c 



^7 



x + 



Vx^4 



+ c 



dx 



dx 



V2" 



V2x 2 +8 J ^2(x 2 +4) y¡2 J Vx 2 +4 V2 
£77 x + \/x 2 + 4 +c 



-¿77 



x + 



Vx 2 +4 



+ c 



1.58.-JVx 2 -l0dx = J^x 2 -(VÍ0) 2 dx = ^Vx 2 -l0-y^77x + Vx 2 ^ 



■10 



+ c 



= -^x 2 -10-5íj] x + Vx 2 -10 
2 



+ c 



+ c 



1 .59. - 1 V* 2 + lOdx = | V* 2 + 10 + 5¿ r¡ x + Vx 2 + 10 

1.60. - f VlO -x 2 dx= ("J(VÍO) 2 -x 2 Jx = -VlO-x 2 + — arcsen^L + c 

J J 2 2 VlO 

x rrz 2 c VÍOx 
= — VlO-x +5 ares en he 



10 



. rl-cos x , rsen x , r , 
1 .61 .- ; — " x = 2 — dx = ax = 



x + c 



sen x 



1 .62. - 1 Vi -sen 2 xdx = j" Veos 2 xdx = j" eos xdx = s e n x + c 

1 . 63. - 1 Vi -eos 2 x<¿x = | Vsen 2 x<¿x = j" s e n x<¿x = - eos x + c 

1 .64. - J (2 X - 3 X )° dx = j* dx = x + c 

1 .65. - J (2 o - 3 o )" dx = J (0)" ¿x = J dx = c 

1 .66. - J Tgx - S 6 n X dx = j"(Ygx-rgx)dx = j*0dx = c 

V eos X J 



1.67.-Í— = ¡3 x dx= — + c 



3 X 



ír¡3 



1 .68.- J ^7dx = J fiff^dx = - ^x 2 + ^ ares e n + c 



2 3 2x 



x rr 

= — Ji-x + — aresen— ¡= + c 
2^ 4 8 V3 



1.69.-jVxM^ = í^ 2 -(#) 2 ^ = fV^ 7 í-f^ 



x + Jx 



2 3 



+ c 



+ c 



.70.- J ^x 2 + 1 Jx = J ^/x 2 + (f) 2 dx = - jx 2 + 1 + - ír¡ x + Jx 2 ^ 



+ c 



'■M-TT77-Í 



dx 



xVs^ 2 " J xV(V3) 2 -x 2 V3 



^7 



x 



V3 + V3-X 2 



+ c 



V3" 



¿77 



3 

1.72. J- 

1.73. J- 



V3+V3-X 2 



+ c 



V3 V3j» 



dx 1 x 

¡ =— ^aresee— ^ + c = — aresec- 

cVx^3 V3 V3 3 3 



+ c 



dx 



V3" 



:Vx 2 + 3 



^77 



V3 + Vx 2 + 3 



+ c 



1 .74. - J (s e n 3 1 0)dy = se n 3 1 d\ dy = (sen 3x 0)y + c 

1.75. - jir]\ufa - £rj\u\j dx - £rj\u\x + c 

1 .76. - J exp(£ r¡x)dx = j" xdx = ~y + c 

1 .77. - Je" 712 dx = \x 2 dx = ^- + c 



ÜC = 



l r , r -i/ 1 ¡ * V2 , 1/ 

- . dx- x /2 dx =—¡=x hc = x-2x /2 +c 



V2 y 2 
11 
2 
11 

y 
11 



11 



VTTx 



1.79. - \ -Jll- x 2 dx = — Vll-x 2 H ares en— ^= + c = — Vll-x 2 +- — are he 

J 2 2 Vil 2 2 11 

1.80. -Ja/x 2 -1Wx = -Vx 2 -11- — ^77 x + Vx 2 ^ 



11 



+ c 



+ c 



1.81. -JVx 2 +lk/x = |Vx 2 + ll+y^7 x + Vx 2 +ll 

1.82. - ^£r¡{e^)dx- j*Jxdx = jxy 2 dx = — + c = —x\fx + c 

1 + y[x + Vx 3 " 



1.83.-J 



dx = jdx = 



x + c 



l-ylx 

1 .84.- j (jg 2 x + sec 2 x - Y)dx = J Odx = c 
1.85-f- r ^=f - * = -U- 



dx 



V3x 2 -i J Sj(x 2 -y 3 ) S ¡ j(x 2 -y 3 ) V3 



^7 



x + 



V(* 2 -X) 



+ c 



ÍT , 

= ^ 7 |x + V(x 2 -X)| + c 

1 .86.- j" (co rgt9 - s e n t9)dx = (co rg(9 - s e n 6>) j" dx = (co vgO - s e n t9)x + c 
dx r dx y¡3 



^-i r. i 



Vl + 3x 2 J S^l^+x 2 3 



1.88.- J 



dx 



J 



£¿X 



^^Jx + a/ 

dx 



\ + x 2 



+ c 



Vl-3x 2 ¡ ^^x 2 S ] ^x 2 S 



Lr_ 
ftJ /i 



1 X 

raresen — + c 



75 



V3" 



-aresen vjx + c 



1.89.-1^ = 1- 



dx 



l + 3x ¿ J 3(} + x 2 ) 3 J { + x z 3^ 



1 f dx 1 1 X V3 rr 

r- = are re he = — arcr£V3x + c 



25 



1.90.- J 



¡ ax ii x a/3 \/3.v 
— — : = are re he = — are re he 



é/x 1 r dx 11 



3x 2 +4 3 j x 2 + 4 3 



75 



75 



1.91.f-^ = if^ = iJ-/ 7 
J 3x 2 -l 3 J x 2 ' 



..2 .i 32 J_ 



75 



x + 



75 



6 

+ c = — Iri 
6 



2 

V3x-1 



1.92.J- 



é/x _ P <ix _ 1 f ( 

xV3x 2 - r J Sx^x 2 -y 3 ~s*^p 

= are sec V3x + c 



dx 



V3x + 1 
1 1 



+ c 



_ - , , -are sec —, +c 



1.93.- J 



dx 



1 C dx 



i i 



xVl + 3x 2 S } Xy [^7 ^ ) 



ir] 



+ c 



= lr¡ 



75 



+ 



+ c 



1.944 



dx 



1 r , 



xVl-3x 

1 .95.- J Vl-3x 2 ¿/x = V3 J ^\-x 2 dx = V3 

= >/3 



+ c 



1 



■yj\-x" + -ares en - 



2 



7 75, 



+ c 



— J\-x 2 + — arcsenV3x 
2 V3 6 



+ c 



1.96.-JVl + 3x 2 ¿/x = V3j7l + ^ 2 ^ = V3 -^\ + x 2 +±£rj x + ^\ + x~ 



+ c 



= V3" 



^/} + x 2 + -^77!* + ^ 



i + x 2 



+ c 



1 .97. - J V3x 2 - \dx = V3j Jx 2 -\dx = S ^x 2 -\-^£tj x + Jx 2 ^ 

1 .98. - 1 (3x 2 - l)<ix = 3j" x 2 ¿/x - |<ix = x 3 -x + c 

1 .99. - J (3x 2 - \)dx = J dx = x + c 

1 .1 00. - J (3x 2 - \)du = (3x 2 - 1)" jdu = (3x 2 - 1)" u + c 

iAOi.-[exp(¿r í %dx=[^^=-[x 1A dx=-—+c = -x 3A +c 

J 3 J 3 3 J 3 X 9 

1 .1 02. - j" £ ?7(e~ )dx = j" ^-^<ix = j" xJx - ^ j" dx = ^- - ^ x + c 

1.103. -jV+e + l) v dx 



+ c 
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1.104. - 

1.105. - 

1.106. - 

1.107. - 

1.108. - 

1.109. - 

1.110. - 

1.111. - 

1.112. - 

1.113. - 

= —ír¡ 
16 

1.114. - 

1.115. - 



sec x 



(e 2 +e-l) x 
£r¡a ' £r¡(e 2 +e-\) 

1 Uc = J(l-l)<£r = \0dx = c 



Sea: a=(e 2 + e + l) , Luego: \adx = + c = 

•f l + Tg 2 X 



+ C 



exp(£ r¡ |l + x\)dx j = j" (1 + x)dx = j" dx + j" x<ix : 

21 -x 2 dx = — V27-X 2 + — arcsen — ¡= + c 
2 2 3V3 

4x 2 -21dx = -4x 2 -21 x + Vx 2 -27 

2 2 

27 

2 
1 



x 

XH hC 

2 



Vx 2 + 27<¿x = -Vx 2 + 27 + — ^rc xWx 2 + 27 
2 2 



+ c 



+ c 



dx 



dx 



3xVx 2 -l 3 J xVx 2 -l 3 



are secx + c 



dx 



dx 



1 



2xVl-x 2 2 J x Vi- x 2 2 



í+VT 



dx 



dx 



5xVx 2 + l 5 J xVx 2 + l 5 



^7 



1 + Vx 2 +1 



+ c 



+ c 



dx 



dx 



1 1 



3xV9-x 2 3 J x ^9-x 2 3 3 



^7 



3 + V^ 



dx 



4 J 



dx 



4xVx 2 +16 4 J X V X 2 + 16 4 4 
+ c 



^7 



x 

X 



4 + Vx 2 +16 



+ c = -£n 
9 



+ c 



3 + ^9-x 2 



+ c 



X 



4 + Vx 2 + 16 

dx l r dx 11 x 1 x 

, = — — , = — are sec — + c = — are sec — + c 

5xVx 2 -25 5J x Vx 2 -25 5 5 5 25 5 

( ^Ldx = \ l ~ 2 ^ + X d x = J (x- 2 - 2** + x"V* 



= x~ 2 dx-\ 2x /l dx+ x~ l dx = -x~ l -2 + tn\x\ + c =-x~ l -2 + tn\x\ + c 

J J J -y <\\ _y /II 

= -x~ l +4x~ 1/2 +ÍT]\x\ + c = - — + ^= + ir/\x\ + c 

x Vx 

1 . 1 1 6.- J (1 + Vx + x) 2 dx = (1 + x + x 2 + 2Vx + 2x + 2x Vl )dx 

= J (1 + 2x Á + 3x + 2x % + x 2 )dx = J dx + 2j x^dx +3j xdx + 2j x^dx + J x 2 dx 

2x A x 2 „x % x 3 4x x x 2 A x Á x 3 

x + — -^ + 3 — + 2— ^ + — + c = x + + 3 — + 4 — + — + c 

a/25/3 3 253 
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i.in.-^{\-4x + x) 2 dx = ^{\+ x+ x 2 -24x + 2x-2x % )dx 

= \{\-2x Á + 3x-2x A + x 2 )dx = x — — + 3- — 4 — + — + c 
J 3 2 5 3 

1.118. -j"(l + x)Vx = j"(l + 4x + 6x 2 + 4x 3 +x 4 )¿/x 

= j" <ix + 4j" xdx + 6 j" x 2 dx + 4 j" x 3 dx + j" xVx = x + 2x 2 + 2x 3 + x 4 + j x 5 + c 

^ J l-cosj | j ^ X 1 1 11 

1.119. - fe ' 2 '¿/x= f dx = — \dx — fcosxdx = — x — senxdx 

J J 2 2 J 2 J 2 2 

x ^ 2 \ 1^ 1 1 

1.120. - j"exp^?7 — — \dx- j" — ^—dx = j—^dx + jdx = jx~ 2 dx+jdx = — + x + c 



l-senx 1 S£?I1X 1 1 ! 1 

1.121. - \lrie 3 dx=\ dx = — \dx — \senxdx= — x + -cosx + c 

J J 3 3 J 3 J 3 3 

1.122. -j"(l + Vx-3x)°¿/x = j"¿/x = x + c 

1.123. - j£rje L ^~dx = J ^ 1 " 1 "^ rf x = J 1 + 2x + X d x = — J¿/x + JxJx + -Jx 2 Jx 



1 x 2 x 3 

= -x + — + — + c 

2 2 6 



CAPITULO 2 



INTEGRACION POR SUSTITUCION 

A veces es conveniente hacer un cambio de variable, para transformar la integral 
dada en otra, de forma conocida. La técnica en cuestión recibe el nombre de 
método de sustitución. 



EJERCICIOS DESARROLLADOS 

■e^dx 



2.1. -Encontrar: J 



x z +7 

Solución.- Como: e lrix = x, se tiene: [ e dx = f x 

J x 2 +7 J x 2 +7 

x 2 +7 2 J x 2 +7 

^ ± . 1 f 2xdx l edu . ± . .. . 

Se tiene: - — — = - — , integral que es inmediata. 

2 J x +7 2 J u 

, 1 r du 1 . i i 1 . i 2 -i 

Luego: = - £rj \u \ + c = —£n \x +7 \ + c 

2 u 2 2 1 1 

t r e tr,x dx 1 , i 2 „, 
Respuesta: — - — = -fnr+7+c 
J x 2 + 7 2 '! 1 

2. 2. -Encontrar: — 

J x 3 +8 

Solución.- Como: e lr,x = x 2 , se tiene: — = —„ — 

Sea la sustitución: w = x 3 + 8 , donde: dw = 3x 2 dx , Dado que: [ — — = - í — - — , 

J x 3 +8 3 J x 3 +8 

.. 1 p 3x 2 ¿/x 1 r dw . . . ,. . 
Se tiene: - — ; — = - — integral que es inmediata. 

3 J x 3 +8 3 J w 

1 1 f dw 1 „ i i 1 . i 3 _i 
Luego:- — --lr¡ \w \ + c = -£tj \x +8 \ + c 

3 J w 3 3 1 1 

t re^dx 1 . 3 , 

Respuesta: — 5 = -¿77 x +8 +c 

J x 3 +8 3 1 1 

2. 3. -Encontrar : J (x + 2) s e n(x 2 + 4x - 6)<ix 

Solución.- Sea la sustitución:w = x 2 + 4x-6, donde: du = (2x + 4)dx 

Dado que: J(x + 2)sen(x 2 + 4x-6)¿/x = -J(2x + 4)sen(x 2 +4x-6)Jx , se tiene: 
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Ir Ir 

= -J (2x + 4)sen(x 2 + 4x-6)dx = -J senudu, integral que es inmediata. 

Luego: = — ("sen udu = — (-cosu) + c = - — cosw + c = - — cos(x 2 + 4x-6) + c 
2 J 2 2 2 

Respuesta: j" (x + 2) s e n(x 2 + 4x - 6)dx = --cos(x 2 + 4x - 6) + c 

2.4. -Encontrar : j" x s e n(l - x 2 )dx 

Solución. -Sea la sustitución: w = l-x\ donde: dw = -2xdx 
Dado que: j"xsen(l-x 2 )dx = -^-j"(-2x)sen(l-x 2 )dx 

Ir 1 
Se tiene que: — (-2x)sen(l-x 2 )¿/x = — senwdw, integral que es inmediata. 
2 J 2 

Luego: Jsen w<iw = --^(- eos w)dw + c = ~ cos w + c = ^cos(l-x 2 ) + c 

Respuesta: j" xs e n(l - x 2 )dx = ^cos(l - x 2 ) + c 

2.5. -Encontrar: Jxco rg(x 2 + l)dx 

Solución. -Sea la sustitución:!/ = x 2 +1 , donde: du = 2xdx 
Dado que: j"xcorg(x 2 + l)dx = ^-j"2xcorg(x 2 + l)dx 

Ir Ir 
Se tiene que:- 2xcorg(x 2 +\)dx = -\ corgudu , integral que es inmediata. 

2 J 2 J 

Luego: ^corgudu = -^lr/\senu\ + c = -^lr/\sen(x 2 +l)| + c 

Respuesta : j" x co rg (x 2 + l)dx = r¡ |s e n(x 2 + 1)| + c 

2. 6. -Encontrar: J + y 4 y 3 dy 

Solución. -Sea la sustitución: w = l + y 4 , donde: dw = Ay 3 dy 
Daáoque:\,Jl+y 4 y 3 dy = ^\(l + y 4 ) iÁ 4y 3 dy 

Se tiene que:-^-j"(l + y 4 Y 2 Ay 3 dy = ^w Yl dw , integral que es inmediata. 

. 1 f V , lW^ 1 3/ 1 „ 4 . 3/ 

Luego: - w /2 <iw = + c = -w A + c = -(l + y y 2 +c 

4 J 4 f 6 6 

Respuesta: [ Jl + y 4 y 3 dy = - (1 + y 4 ) 3/2 + c 
J 6 

2.7. -Encontrar: \^¿L 

J ^^3 

Solución. -Sea la sustitución:!/ = t 2 +3 , donde: du = 2tdt 
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^ , r 3tdt 3 p 2tdt 
Dado que: . = - — v 

3 p 2tdt 3 p du . , . . ,. . 

Se tiene que: - J — ^ = - J — , integral que es inmediata 

3 r du 3 r -i/ 7 3¡i^ 9 2/ 9 . , , N y 

Luego:- — ¡z = - w /3 ¿/w = + c = -w /3 + c = -(t + 3) /3 +c 

a 2M 2J 2 f 4 4 

Respuesta: f f tdt =-(t 2 +3) 2/3 +c 

} ^3 4 

2. 8. -Encontrar: f — dx ,, , a y b constantes. 

J (a + fcc> K 

Solución.- Sea: w = a + ¿x , donde: dw = bdx 



. r dx Ir bdx l r dw 1 r "X 1 w 7 3 
Luego: ¡z = - ¡7 = - — ¡z = - w = + c = — w + c 



(a + ¿x) X ¿ J (a + foc) X ¿ J v/ ¿ J ¿| 2A 

= — {a + bx)^ +c 
2b 

Respuesta: f — dx ,, = —(a+bx) A +c 
J (a + bxf 2b 



_ , reares en x , 
2.9.-Encontrar: — dx 

J 1-x 2 

^ . r yj ares enx , r / <¿x 

Solución.- I — — dx= I Varcsenx— = 

1 — X " ^1 

dx 

Sea:« = ares en x , donde: ¿/m 



x 2 



c 2 

Luego: fvarcsenx , dX - [u^du = —u^ 2 +c = — -^(aresenx) 3 +c 
J Vl-x 2 J 3 3 



_ r vares enx , 2 r 

Respuesta: J — j — 5 — dx = -yo 

X 

are — 

2.10.-Encontrar: í A/x 

J 4 + x 2 



ares enx) 3 +c 



x 11 2<¿x 

Solución.- Sea: w = are r?-, donde: <iw = r-(-)dx = r- 

2 l + (f) 2 4 + x 2 



x 



^9 . Ir (x} 2dx Ir . 1 , IT xV 



Luego: ^-dx = — arcrp — = — wdw - - 

J 4 + x 2 2 J UJ4 + x 2 2 J 4 



-w +c 
4 4 



arcrg 



+ c 



-y 



arcrg- {í ^2 

Respuesta: ^-dx = - 

J 4 + x 2 4 



x 

arcrg- 

2y 



+ c 
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2.1 1. -Encontrar: J 



x-arcrg2x 
l + 4x 2 



dx 



Solución.- J 



x-arcrg2x _r xdx r j'arcrglx 



l + 4x 2 



■ _ r xax r 
X ~J l + 4x 2 



l + 4x 2 



2¿/x 

Sea:w = l + 4x 2 , donde:dií = 8x<¿x; w = arcrg2x, donde:¿/w = r- 

l + 4x 



r xdx rJarcrg2x 1 r 8xdx 1 r / — 

Luego: — p ^5— = - 7 — k/arcrg2x 



l + 4x 



8 J l + 4x ¿ 



2dx 
l + 4x 2 



f— - — ¡w^dw-- ln |m|--w^ + c = -ln\l + 4x 2 1- -(are r^2x) % +c 
w 2 8 11 3 8 1 1 : " 

Respuesta: j 



1 fííl/ 1 

8JV _ 2 J 8 

x-arcre2x , 1 
ax = 

8 

dx 



1 



l + 4x 2 
2.1 2. -Encontrar: J 



dx = ^lr¡\\ + 4x ¿ \ - ^(axcT glx/ 1 + c 



Solución.- J- 



(l + x 2 K7 
dx 



x + 



J- 



<¿x 



A J(l + x 2 )lr/ x + Vl + x 2 | ^¡\ + x 2 ^lr¡ x + -Jl + x 



Sea:w = ¿7 pc + Vl+x 

dx 



, donde: du = 



(1 + - 



2x 



x + Vl + x 2 " 2Vl + x 2 



-) => <¿M = 



dx 



a/1 + x 2 



: J =¡2L = ¡u*du = 2u* 

^¡\ + x 2 Álri x + Vl + x 2 | ^ M 

= 2^lr¡ x + Vl + x : 



Luego 

Respuesta: J 



+ c = 2 



J¿7 x + 



(l + x 2 )¿7 



+ c 



2.1 3. -Encontrar: J 



co Tg(£rjx) 



dx 



Solución.- Sea: w = tr¡x, donde: dw = 



dx 



Luego: J 



corg(lr¡x) 



dx = j" co rgwdw =tr/\senw\ + c = lr¡\sen(lr¡x)\ + c 



. r co tg(lr/x) 



Respuesta: J 
2.14.-Encontrar: J 



</x = £ r¡ |s e n(¿ 7x)| + c 



dx 



x(^7x) 3 



Solución.- Sea:« -irjx, donde: du = 



dx 



Luego: j 



dx f di/ 

X( ' //.V) - íf 



Ídu f _ 3 , M 1 
— r = I u du = h c = — r- + c = 
» 3 J ? 2w 2 



2(/?7x) 2 



- + c 



_. p dx 1 
Respuesta: T = T +c 



2.15.-Encontrar: — -dx 

J X 



1 2 
Solución.- Sea: w = — , donde: dw = — -dx 



X X 



Luego: ^-¿/x = — e A — ^— = — \e dw = — e + c = — e +c 
J x 2 J x 2 J 2 2 

Respuesta: [— r ¿/x = — e ' +c 
J x 2 

2.1 6. -Encontrar: jV 2+2 x<ix 

Solución.- Sea: w = -x 2 + 2 , donde: du = -2xdx 

Luego: \e x ~* 2 xdx = ~\e x + 2 {-2xdx) = -^¡e u du = ~e" + c = -i e " x2+2 + c 

Respuesta: jV x+2 x<ix = ~e~ x+1 + c 

2.17. -Encontrar: JxVdx 

Solución.- Sea: w = x 3 , donde: <iw = 3x 2 ¿/x 

Luego : [ x V' <ix = - f 3x V' <ix = - f e"'¿w = - e x ' + c 
J 3 J 3 J 3 

Respuesta: JxV(ix = ^e l +c 

2.1 8. -Encontrar: j" (e x + \fe x dx 

Solución.- Sea: u = e x + 1 , donde: du = e x dx 

Luego: J(e x + \fe x dx = ^u 2 du = ^- + c= — ^ + c 

X +1) 3 



- + c 



Respuesta: ^(e x +l) 2 e x dx = ■ 
re x -l 

2.19.-Encontrar: dx 

J e x +l 

X -I X -i X x -x 

<ix = — — ¿/x - — - — dx = dx - — - — dx 

e x +\ V+l } e x + l J e x +1 J e x + 1 

e~ x , r e x , r e" r 



-dx 



= (" dx- (" dx = í dx- ("- 

¡ e x +l V x (> x +1) J e x +1 J l + e x 

Sea:w = e x +1, donde: du = e x dx ; w = l + e~\donde:dw = -e~ x dx 

, p e x , p e~ x , p e x p -e~ x , r du r dw 

Luego: dx- dx= dx- dx= — + — 

a V+l ¡ l + e x V + l J l + e~ x J u J w 
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= lr/\u\ + c x + lr/\w\ + c 2 = lr/\e x +\\ + lr/\[ + e x | + C = lr/\\e x + l||l + e x |] + c 



Respuesta: \- dx = ir¡\Ve x + l)(l + e x )|] + c , otra respuesta seria: 

J e x +1 Ll u 

e x -l 



í 



e x +\ 



dx- ir¡\e x +1 -x + c 



e 2x -l 



e 2x +3 



<ix 



2. 20. -Encontrar: J 



e 2x — 1 e 2x 
Solución.- f— £¿x = f — dx-[ 



e 2x +3 

zx 2x -zx ¿x 



e ¿x +3 

2 

e 

e ¿ ~+3 



e 2x +3 



-dx 



-2x 



e 2x 

-dx = \— r dx- f - 

^ Jg 2x +3 J 



-2.v 



e 

+ 3 >e ¿x +3 J e 2x +3 J g- 2x (e 2x + 3) J e 2x +3 J l+: 
Sea: u = e 2x + 3 , donde: <iw = 2e 2x <ix ; w = 1+ 3e 2x ,donde: = -6e" 2x ¿/x 



2x 



<¿X 



Íí?^ x r í? ^ x Ir 2é?^ x 1 r 

-: í£c- ^-dx = - — dx + - 



-6e 



-2 a- 



l + 3e 



2 J e 2x +3 



6 J l + 3e" 



-dx - 



l r du 1 r dw 
2 J u 6 J w 



-^?7|i/| + — ^V|H + C = — ^vk 2 " +3| + — ^77|l + 3e" 2 "| + c = — ^//le 2 " +3| + — £77 1 + - 



2 

e 2x +3 



+ c 



2x 



+ c = -^77|e 2x +3| + -^77|e 2x + 3|--^77e 2x +c 



= ^(^ + 3) 1/2 + ^(^ + 3) 1/6 _I 2 x + c = ^L(^+3) 1/2 ( e 2l + 3) 
^ 7 (, 2x + 3f 3 -| + c 

Respuesta: ^ e -^—dx = lr¡{e 2x + 3) 2 ' 3 --+c 



x 

■ — + c 

3 



e 2x +3 



r x +1 

2. 22. -Encontrar: dx 

J x-1 



Solución.- Cuando el grado del polinomio dividendo es MAYOR o IGUAL que el 
grado del polinomio divisor, es necesario efectuar previamente la división de 
polinomios. El resultado de la división dada es: 



x 2 + l 



■ l í r "h 1 r i í r r r el x 

- = (x + l) + , Luego:! dx=\ x+l+ dx= \xdx+\dx + 2\ 

1 3C 1 X 1 y JC 1 y JC 1 



2 

1 , 



dx 



Sea u = x - 1 , donde du = dx 

dx 



Luego: [x<¿x+ [dx + 2[-^- = íxdx+ \dx + 2¡ — = — + x + £r/\x-l\ + c 
J J J x-1 J J J u 2 

Respuesta: \ x +1 ¿ /x = — +x+£tj\x-1\ + c 
J x-1 2 

2. 23. -Encontrar: J x_t 



x + 1 
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Solución.- ^-^ = l + — , Luego: [^-^dx = [fl + — dx=[dx+[- ( ^- 

X + l X + l J X + l J l X + IJ J J x + l 



Sea w = x + 1 , donde du = dx 

Jdx + J — = x + £t]\u\ + c=x + £t]\x + 1\ + c 

Respuesta: \^-^dx = x+£r/\x+l\ + c 
J x+l 

2. 24. -Encontrar: j"rg 5 xsec 2 xdx 
Solución.- Sea: w = zgx , donde: dw = sec 2 x 

Luego: ¡rg 5 xsec 2 xdx= ¡(rgx) 5 sec 2 xdx = \w 5 dw = — + c = ^—^- +c= TS X + 
j j J 6 6 6 

6 

Respuesta: [r g'~ 'xsec 2 xdx = ^—+ c 
J 6 

2. 25. -Encontrar: j"s en xsec 2 xdx 

Solución.- [sen xsec 2 xdx = [senx — \ — dx = \ Senx ¿x 
J J eos x J eos x 

Sea:w = cosx , donde: du = -senx 

rsenx , r-senxdx r du r _ 2 , u~ l 1 1 

Luego: — t— dx = -\ — = - — = - \u du = + c = - + c = + 

J eos x J eos x J u J -1 u cosx 

Respuesta: j" s e n xsec 2 xdx = sec x + c 

_ _ _ _ r sec 2 3xdx 

2. 26. -Encontrar: 

J l + rg3x 

Solución.- Sea: u = í + tg3xdx , donde: du = 3sec 2 3xdx 

, psec 2 3x<ix 1 r3sec 2 3xdx í r du 1 , M 1 . u , . 

Luego: = - = - — = -£n\u\ + c = -£n\l+Tg3x\ + c 

J l + rg3x 3 J l + rg3x 3 u 3 3 1 1 

_ . rsec 2 3xdx 1 . _ i 

Respuesta: = -¿7 l+rg3x + c 

J l + rg3x 3 

2.27. -Encontrar: Jsen 3 xcosxdx 

Solución.- Sea: w = senx, donde: dw- eos xdx 

Luego: j" sen 3 x eos xdx = J(senx) 3 eos xdx = j" w 3 dw = \~^ + c = \~^~ + c 

Respuesta: Js en 3 xcosxdx = J se " x + c 

2. 28. -Encontrar: j"cos 4 xsenxdx 

Solución.- Sea:w = cosx , donde:dw = -senx 

Luego: j" eos 4 xsenxdx = j"(cosx) 4 senxdx = -j"(cosx) 4 (-sen x)dx = -ju 4 du 



= + c = - 

5 



eos x 5 eos 5 X 
+ c = + c 



Respuesta: J eos 4 xs en xdx = 



eos x 



- + c 



2. 29. -Encontrar: J 



sec 



eos ecx 



-dx 



Solución.- f^^/x= f^^/x= í 
J eos ecx J 1 J 



sen x 



(eos x) 



-dx 



senx 

Sea:w = cosx, donde: dw- -se nxdx 

senx, r dw 

-rdx 

cosx) ¡t 



Luego: J- 



r aw r -5 1 w 11 

— r = - \w dw = h c = 7 + c = 

J .« 5 J -A 4 w 4 



1 



4 eos 4 x 



+ c 



sec 4 x 



-+c 



sec 5 , sec 4 x 

: — dx = h c 

eos ecx 4 



Respuesta: j 

2.30.-Encontrar: \e Tg2x sec 2 2x<¿x 

Solución.- Sea: u = zg2x , donde: du = 2sec 2 2xdx 

Luego: \e Tg2x sec 2 2xdx = | jV s2x (2sec 2 2xdx) = ^\e u du =^e" +c = ^e Ig2x +c 

Respuesta: je Tg2x sec 2 2xdx = \-e tg2x + c 

_ r 2x-5 

2.31 .-Encontrar: — - — dx 

J 3x 2 -2 

Solución.- Sea: w = 3x 2 - 2 , donde: dw = 6xdx 

1 f 3(2x-5K 
- J — -dx 



Luego: J 2 * 5 d x 



3x -2 



3 J 3x -2 



1 f 6x-15 , 

— dx - 

J - 



dx 



3 J 3x -2 



1 p 6xdx 15 r 
3J 3x 2 -2 _ TJ 3x 2 -2 
dx 



Ir 6xdx ^r dx Ir 6xdx 5 r dx Ir 6xdx 5 r 
~3* 3x 2 -2~ ■> 3(x 2 -f) 3x 2 -2~3-' (x 2 -|) "3J 3x 2 -2 ~ 3 ■> x 2 -(^í) 2 
lráf 5r dx _1 i 5 r <¿x 

3 'T~3 ' x 2 -(7f) 2 ~3 7 l w l + Cl ~^J~ 



3 J x 2 -(V¡) 

Además: a = ^K; se tiene: ^7|w| + c, --^j"- ^ 



; Sea: v = x , donde: Jv = dx 



1 



¿?7 3x 2 -2 +Cj 



5 J_ 
3 2a 



ir/ 



3 

v-a 



2 a 2 



v + a 



1 



+ c 2 =-£jj 3x -2 



= ^77|3x 2 -2| 



V32V2 



ir/ 



Sx-42 



Sx + ^2 



1 



+ C = ^77|3x 2 -2| 



2VK 

5 
2Vó 



¿77 
^77 



x + 



+ C 



V3x-V2 



V3x + V2 



+ C 



Respuesta: f 2x 5 d x = -ln\3x 2 -l\ — 

•>3x 2 -2 3 1 1 2V6 

2.32.-Encontrar: [ rfx 

J x^A-9irfx 

Solución.- — = — = 

J x^A-9ír] 2 x J x^2 2 -{3lr¡xf 

3dx 

Sea: u = 3ir¡x, donde: dw = 



V3x-V2 



Sx + ^2 



+ C 



x 

dx 1 r 3<¿x 1 p du 1 w 

-ares en — + c 



Luego - \ ^ x - ^ \ ^ x - ^ í 

* x^2 2 -{3lt]xf 3J x^2 2 -(3lr/x) 2 3J ^2 2 -(u) 2 3~"^"2 

1 3^x 1 . , 

= -arcsen — — + c = -areserurc x +c 
3 2 3 11 

Respuesta: [ — ^ X = -arcsenl?7|x|^ +c 
J xyJ4-9£?j 2 x 3 

2. 33. -Encontrar: J 



6 X dx 

e x -1 , donde: du = — , ; Tal que:e* = u +1 

2Ve x -l 



Luego: f ^_ _ f 2¿/« _ 2 |» ¿fa = 2arcrgM + c = 2arcrgVe x + \+c 
3 ^J e x -\ J m +l J w +l 



Respuesta: f- P ^= = 2arcrgVe 7 +~l + c 
J Ve x -l 



2.34.-Encontrar: f x + 2x+2 ¿ / x 



X+l 



Solución, f ^ + 2j + 2 A = f ^ + 2j + 1 > + 1 A = f < J + 1 > + 1 A = f (j:+ ' )+1 A 

J X+l J X+l J X+l J x+l 

= [(x + 1h — —)dx-\xdx+ ¡dx + \ ^ x , Sea: w = x + l, donde: dw = dx 
J x + l J J J x + l 

r r r ¿Zx r r r c/w x^ 

Luego: J xdx + J dx+J - = J xdx + J dx+J — = — + x + tr/\w\ + c 



= — + x + ÍJj\x + l\ + c 
2 1 1 



_ r x 2 +2x + 2 , x 2 . i 
Respuesta: J dx = — +x + ^7|x+l| + c 



x + l 

2x 



2.35.-Encontrar: f , e d x 

J yle x +l 

Solución.- Sea: u = e x + 1 , donde: du = e x dx 



Luego: \ , e d x = f U ,}d u = f(w^ -u ^)du = [u^du -\u ^du - — — - — ve 

y 2 -y 2 

= U U_ + c = ^ % _ 1 _ u y i + c = ^ (e , + 1} 3 _ 2 ^j (e , +í)+c 



Y Y 



Respuesta: f * — d x = f <J(e ~ x + 1) 3 - 2^(e x +1) + c 

J Ve T +l 



2. 36. -Encontrar: j" 



£ r/2x dx 
£r/4x x 



dx 

Solución.- Sea:w = lr¡Ax, donde:¿/w = — ; además: £r/4x = (2x2x) = £rj2 + £j]2x 

X 

=> w = £r¡2 + £T]2x^> £r¡2x = u-£t]2 

Luego: [ ^^ 2x — = \ U ^ 2 du = \du - \^^du = \du-£r¡2\— = u-£r¡2\u\-vc 
J lr¡\x x J u JJ w J J w ' 

= £tj4x-£tj2[£tj(£tj4x)] + c 

Respuesta : j" — = £ r¡4x -£r¡2\£r¡{£ r¡4x)\ + c 
2.37.-Encontrar : j" x(3x + 1) 7 </x 

w — 1 

Solución.- Sea:w = 3x + 1, donde: <iw = 3<ix ; además: w-l = 3x=>x = 

3 

Luego: j" x(3x + 1) 7 dx = j" w 7 = ^ j" (w - 1) vYdw = -j- j" (w 8 - w 7 )<iw 

= — í w s dw- — í w 7 dw = 1 " * 1 
q J q J 



3 9 J 9' 

1 W 9 1 W 8 1 9 1 8 

- + c = — w w +c 



9 J 9 J 9 9 9 8 81 72 

= — (3x + l) 9 - — (3x + l) 8 +c 
81 72 

Respuesta: fx(3x + l) 7 ¿/x = ^ 3x + 1 ^ — Ox+V) +c 
J 81 72 

2. 38. -Encontrar: \ x 5x + ^d x 

. x 2 -5x + 6 , , 2-5x 
Solución.- dx = l+— : 

x 2 +4 x 2 + 4 

, r^ 2_ 5x + 6 , r„ 2-5x x , r , dx xdx 

Luego: ; dx= (1 + — ; )<¿x= dx+2\— 5 — ; 

J x 2 +4 J x 2 + 4 J J x 2 + 4 J x 2 +4 

Sea: u = x 2 + 4 , donde: du = 2xdx ; Entonces: 

x 5 r du x 5 „ i i ^ 5 . i 2 j 
= x + arcrg J — =x + arcrg £?7|w| + c = x+ arcr^ i r¡\x +4| + c 



2 2 u 2 2 2 2 

_ 1 rx 2 -5x + 6. * 5 . i 2 „i 

Respuesta:] - 2 — - — dx = x + arcrg---£?j\x +4| + c 
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EJERCICIOS PROPUESTOS 

Usando Esencialmente la técnica de integración por sustitución, encontrar las 
siguientes integrales: 



2.39.- 

2.42.- 

2.45.- 

2.48.- 
2.51.- 

2.54.- 

2.57.- 

2.60.- 
2.63.- 

2.66.- 
2.69.- 

2.72.- 
2.75.- 
2.78.- 
2.81.- 

2.84.- 
2.87.- 

2.90.- 



3 x e x dx 
í-3x 



3 + 2x 
3t 2 +3 



t-l 



a + - 



dx 
dt 



x-a J 



dx 



\la-bxdx 
dx 



3x 2 +5 
6í-15 



3t 2 -2 
xdx 



-dt 



x 2 -5 
xdx 



Í~A 4 

Va -x 
x-yJarcTg3x 



l + 9x 2 



■dx 



dt 



(9 + 9t)£T] 
(e'-e')dt 

-dx 



t + 



a 2x -\ 



a 

xT dx 

(e' Á +iy A e' Á dx 



dx 



-2bx 



\-e 

s e n(a + bx)dx 

(eos ax + sen axj 2 dx 



2.40.- 
2.43.- 

2.46.- 
2.49.- 

2.52.- 

2.55.- 
2.58.- 
2.61.- 
2.64.- 

2.67.- 
2.70.- 

2.73.- 
2.76.- 

2.79.- 
2.82.- 

2.85.- 

2.88.- 
2.91.- 



adx 



a-x 

xdx 



a + bx 
x 2 + 5x + 7 



x + 3 

x 



(x+iy 

xdx 



dx 



Vx 2 + 1 

x 3 dx 



2 2 

a -x 
3-2x 



5x 2 +l 
xdx 



-dx 



2x 2 +3 
x 2 dx 



1 + x 6 



lares en t 
V 4-4t 2 

ae ,ra dx 



„-(* z +i) 



xdx 



x 



e'dt 



e'-l 

dx 



2 x +3 
e'dt 



sfx 



2.41.- 
2.44.- 

dx 2.47.- 
2.50.- 

2.53.- 
2.56.- 
2.59.- 
2.62.- 
2.65.- 

dt 2.68.- 
2.71.- 

2.74.- 
2.77.- 

2.80.- 

2.83.- 
2.86.- 



cos 



dx 

■\¡X 



sen xdx 



2.89. 
2.92. 



4t + 6 



2t + l 
ax — b 



dt 



dx 



ax + P 

X A + X 2 + 1 



x-l 

bdy 



dx 



y[x + lr/x 



dx 



y 2 -5y + 6 



y 2 +4 
3x + l 



dy 



V5x 2 + 1 
ax + b 



a 2 x 2 +b 2 
x 2 dx 



dx 
dx 



arcrg(f) 



dx 



9 + x 2 

4 2 - 3x dx 

(e' Á -e~' Á ) 2 dx 
5 ~Tx dx 

4x 

e x 4a-be x dx 



a x dx 



l + a 



2 a 



\a > 



x a 
eos —¡=dx 
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sen(lr¡x) 



eos xdx 



dx 
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2.93.- J sec 2 (ax + b)dx 
dx 

3cos(5x-f) 

2.99.- \coTg— —dx 
J a-b 



2.96.- J 



2.102. 



2.105.- físen(l-2í 2 )¿/¿ 



2.108.- 

2.111.- 
2.114.- 
2.117.- 
2.120.- 
2.123.- 

2.126.- 

2.129.- 
2.132.- 
2.135.- 
2.138.- 
2.141.- 
2.144.- 



lsenxv2 



-1 



<ix 



senicosx 



eos 2 x- sen 2 x 



=dx 



ícorg(2¿ 2 -3)<ií 



Vi + 3 eos 2 x sen 2xdx 



(cosax + senax) 2 



dx 



senax 



x 3 -l 



dx 



x 4 -4x + l 
Tg3x-corg3x 



sen3x 
sec 2 xdx 



dx 



yjrg 2 x-2 



dx 



Vx 3 +1 

sec 2 xdx 



Tg 2 x 



Tgy/x-í- 



dx 



Vx^T 

e arcrsx + x^7(l + x 2 ) + l 



1 + x 



iix 



sen 



4i 

de 



senadcosaO 



2.94.- J eos rg 2 axdx 2 95 - J 



2.97.- J 
2.100.- 
2.103.- 

2.106.- 
2.109.- 

2.112.- 
2.115.- 

2.118.- 
2.121.- 

2.124.- 
2.127.- 

2.130.- 
2.133.- 

2.136.- 

2.139.- 
2.142.- 

2.145.- 



dx 



s e n(ax + b) 
dx 



Tgyfx 



yfx 



dx 



senxcosx 
sen3x 



3 + cos3x 



-dx 



-dx 



eos x 



x dx 



x s +5 

x\¡5-x 2 dx 

— — -dx 
x + 1 

xe" x dx 
dx 



e 

dx 



x£r¡ x 
xdx 



dx 



cos% 
xdx 



senx 

x 2 dx 



2 o 

x -2 
5-3x 



V4-3x 2 



dx 



Ve 2 ' 1 -2 



ds 



2.98.- J 
2.101.- 
2.104.- 
2.107.- 
2.110.- 

2.113.- 

2.116.- 
2.119.- 

2.122.- 
2.125.- 
2.128.- 

2.131.- 

2.134.- 

2.137.- 
2.140.- 

2.143.- 
2.146.- 



dx 

sen- 
tí 

xdx 

2 2 

eos x 
dx 



*8s 
cosax 



■dx 



sen ax 



rg 3 f sec 2 fdx 



cos^sen^dx 



sen 6xcos6xdx 



l+sen3x 



dx 



eos 2 3x 
cosec 2 3xdx 



b-acoTg3x 
3-^2 + 3x 2 



2 + 3x 2 
1+senx 



í/x 



dx 



x + eos x 
a sel "cosxdx 

rg 2 axdx 



1]1 + £tjx 



dx 



senx- eos x 



dx 



senx + cosx 
e 



scn x sen2xdx 



di 



e' v +l 

sen(^- + <p )d¿ 



40 



2.1 47, J 
2.1 50.- J 

2.1 53.- J 



are eos % 



dx 



senxcosx 



-dx 



■sen x 



are s e n x + x 



dx 



2A^,\¡ lll{x + 47Vx) dx 



2.1 59.- J 



x ¿ + \ 

2 



.162.- fiLl 



(ares enx) 



2í-10í + 12 



dx 



+ 4 



di 



2.148.- J 



dx 



x(4-£?] 2 x) 

2.151, 

r s ecxrgx , 



Vs ec 2 x + l 

xdx 



Vx + 1 



sen x 



dx 



2.1 54.- J 

2.157, [ 

2.150,jV +e *dx 



2.163.- í g g d i 

J e +e 



2.149,jV g *sec 2 xdx 



2.1 52, J 



di 



sen 2 icos 2 i 



2.155.-j"x(5x 2 -3) 7 dx 

2.158-f . C ° SXJX 
Vl + sen 2 x 

2.161.-Jf(4f + 1) 7 <# 



RESPUESTAS 

2.39.-j"3Vdx, 



\(3e) x dx= ¡(a) u du = — + c 
2.40, J 



Sea: u = x,du = dx,a = 3e 



+ c- 



- + c 



adx 



lr¡3lr¡e lr¡3 + lr¡e 
Sea: u = a-x,du = -dx 



3 x e x 3 x e x 

- + c = + c 



^t/3 + 1 



a -x 
adx r du 



r aax r aw „ i i „ i i 

= -a I — = —aiTj\u\ + c = —aiijla- x\ + c 

J a -x J w 1 ' 



2.41 .- J — — - di , 



Sea:w = 2i + l,du = 2di; 



2t + 3 , 2 
■ 1 + - 



2t + l 2t + l 2t + \ 

ÍA-t H" 6 r ^ 2 ^ r r2 r r ¿/i/ 
di = 2 1 + dt = 2\dt + 2\ dt=2\dt + 2\ — =2t + 2£n\u\ + c 
2t + l 3 { 2í + l/ J J 2í + l J u 11 

= 2í + 2^77|2í + l| + c 



2.42, J 



1-3* 



dx, 



3 + 2x 

f^dx=fí- 3 ' ' 
J 3 + 2x J l 



Sea: w = 3 + 2x, dw = 2dx ; 



11/ A 



- + - 



2 2x + 3 



3p. llrdx 3p. 1 1 r 

dx = — dxH = — dxH 

^ J 4 J 2x+3 ^ J ¿ J 



l-3x 
3 + 2x 
1 1 C di/ 
4J u 



o 11/ 

3 72 
- + - 



2 2x + 3 



3 11, u oí 
-— x + — ^7|2x + 3| + c 

2.43, JJ^L, 



Sea: u = a + bx,du = bdx ; 



a + ¿x a + bx b a + bx 

p xdx 1 f . a r dx 1 r . a r du 1 a.,, x a., , , 

= — dx — = — dx — ^- — = — x — T-£n\u\ + c = =-zn\a + bx\ + c 

J a + bx b ¡ hJn + hv hJ h 2 i i, h h 2 ' 1 ! h h 2 ' 1 



b J a + bx b- 



u b 



b b ¿ 



41 



2.44.- ¡^Idx, 



ax + j3 



af5 

Sea: u = ax+/3,du = adx ; - 1 ; ' 



f^^/x=f 
J ax + f3 J 



a 



— + b 



a 



afi + ab 



ax + b a ax 
a/3 + ab r dx 



a r , ah + ab r 
= — \dx — — 2 — I 
a J a J 



a ax 
v J 
a/3 + abrdu_a af3 + ab 



dx= \—dx- [ dx = — \dx- a P + aD f 

J a J ax + P a J a J afi + ab 



-x — 
u a a 



f 77 |m| + c = — x- 2 — ^?7^x + /?| + c 



a" 



3í 2 +3 



2.45.- f ^ 

J í-1 



di , 



Sea:w = t-í,du = dt ; 



t 2 + l 
í-1 



=í+l+- 



t-l 



|3|_+2 ¿f = 3 jí í + 1 + dt = 3^tdt + 3^dt + 3^j^dt = ^t 2 + 3t + 6¿T]\u\ + c 



2 



3.2 



í +3í + 6^7 í-1 +c 



2.46.- J 



x +5x+7 



dx, 



Sea: u=t-í,du = t + í: 



x +5x+7 



= x + 2 + - 



1 



x+3 x+3 x+3 

r x + 5x + 7 ^ _ fí X + 2 H — i — j x _ [ xdx + 2¡dx+ í — - — dx = — + 2x + £n\u\ + c 
J x + 3 J \ v4 _^ J J J v4 _i 9 'ii 



x + 3 



x + 3 



x 2 x 2 
= — + 2x + ^7|w| + c = — + 2x + ^7|x + 3| + c 



2.47.- J 



x 4 + x 2 + 1 
x~-[ 



dx, 



rx 4 + x 2 + i, n 

I dx = I x + x 

X 1 \ 



+2x+2+ 



Sea: u = x - 1, du = dx ; 

3 ^ 



x-1 



dx = j" x 3 o*x + j" x 2 dx + 2j dx + 3 j" - 



x 4 x 3 



x 4 x 3 



= — + — + x 2 +2 + 3^77|w| + c = — + — + x 2 + 2x + 3^n|x-l| + c 
4 3 11 4 3 11 



2.48.- J|a + 

b 



í 



a + - 



x-a 



x — a 

2 



dx , 



dx = j" 



Sea:w = x-a,du = dx 

2 A 



2ab b ] , 2 r , ~ i { dx , 2 r dx 

- ax = a I dx + 2ab\ h b I j- 



a + h 



x-a (x-a) j 
du , 9 r du 



x-a 



(x-a) 



= a 2 \dx + 2ab\ — + b 2 \-'^ = a 2 x + 2ab£r]\u\ + b 2 — + c = a 2 x + 2aMr]\x-a\ + c2. 

J J u J w -1 x-a 

49.-f^^x, 

J (x + 1) 2 



Sea: w = x + 1, dw = dx 



r x , r (x + 1) - 1 , px + l. r #x rítt rítt .11 u " 

9 -ox= ^-dx = \ ydx- T = \—r = in\u\ + c 

J (x + 1) 2 J (x + 1) 2 J (x + 1) 2 J (x + 1) 2 ¡ u ¡ u 2 11 -1 



x + 1 



dx 



• dx r dx 



(x+iy 



(x + 1) 2 



(x + 1) 



(x + l) ¿ 
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= ír¡ x + lH he 

x + 1 

bdy 



2.50.- f-^ 



Sea:w = l-y,<iw = -¿fy 



2.51.-|Va--¿X(¿x, Se3.'.u = a-bx,du = -bdx 

^a-bxdx = -—ju^du = 



\ U 2 y 3 , , , 3/ 

+ c = m /2 +c = (a-¿x) /2 +c 

¿4 3¿ 



2.52.- J 

J 



xdx 

Vx 2 + 1 ' 
xdx 1 r</« 1 



26 

Sea: u-x 2 +l,du- 2xdx 



i r au i r -v , i w . 2 -.s 



Vx 7 ^! 2 J v¡7 2 



+ c 



<¿x 



2.53.- p£±^fe, 

J X 

f — + - ^ X ¿ /x = [ x~ 1,2 dx+ [^^-dx = l x~ U2 dx + \udu = — h — + c 

J v J J v J J 1/2 2 



Sea:w = lr¡x,du = — 

X 

1/2 2 



2 

dx 



+ c 



2.54.- f 

C (¿X 1 f 

J3x 2 + 5 V3 , 'm 2 +'3 2 V3<3 



3x 2 +5 
dx í r du 



Sea:w 2 = 3x 2 ,w = V3x, du = \¡3dx ; a 2 = 5;a = y¡5 

11 m 11 ^x VÍ5 Í3x 
arefg — + c= ,- l - arctg—¡= + c = are tg.¡ — + c 



a 



15 



J 



a -x 



Sea: u = x 2 - a 2 ,du = 2xdx 



x dx 

2 2 

a -x 



r . r a 2 xdx r , 2 r -xdx r , a r du 



2 J u 



2 2 2 2 

X i2.ii X ^/)|2 2l 

tn« +c = in\x -a \ + c 

2 2 11 2 2 1 1 



2.56.- j* 



y 2 -5y + 6 
y 2 +4 



I 



Sea:w = y 2 +4,du = 2ydy 
-5j + 2 



ydy 



dy 



j 2 -5j + 6 

y 2 +4 ^ JVi ' y 2 + 4^ J^ J y 2 +4 ~ J "J _y 2 +4 ' ~ J j 2 + 2 2 

= y-fylr/\u\ + ¿ y^arcrg^ + c = y-fylr¡\y 2 + 4\ + arcrg^ + c 

2.57.- f — ^ — d t , Sea: w = 3¿ 2 - 2, du = 6tdt; w = \¡3t, dw = y¡3dt 

J 3í 2 -2 



43 



— ; dt = 6\ 

J 3í 2 -2 J 

r du 15 r 



tdt 
3t 2 -2' 

dw 



15Í^ = 6Í^-15Í 

J 1f 2 _9 J 1f 2 _9 J 



dt 



3t 



3r 



í/m 15 

u V3 J w 2 -(V2) 2 



3 2V2' 



(^) 2 -(V2) 2 
-V2 



w + 



V2~ 



+ c 



:^| 3í 2 _2|-^^ 



+ c 



2.58.- J 



3-2x 
5x 2 +7 



í/x , 



Sea: w = 5x 2 + 7,du = lOxdx; w = V5x, dw = ~Í5dx 



dx 



dx 



dx 



2 r du 



5x 2 +7 J 5x 2 +7 J 5x 2 +7 J (V^) 2 + (77 ) 2 10 J u 



10 J 



r dw 1 r du 5 1 xv 3 1 „ 1 1 

3^35 



1 fí/¡< 3 1 



cV5 1 



35 



are T S x ^j ~ |5* 2 + 7| + c 



Sea: w = 5x 2 + 1, du = lOxdx; w = x\Í5, dw = \Í5dx 



_ p 3x + l , 
2.59.- . d x , 

J Sx^l 

i^Ldx = 3¡- f £= + ¡ ■ * 3f ^ | , 

J V5x 2 7l J V5x 2 +1 J J(xj5) 2 +l 2 J vV+l J 



dx 



xdx 



í 



dx 



dw 



3 M * 



3 r du Ir 

"10' VT + V5 ' v^TTf'io 1/ ' V5 



* i 1 / 1 

^-V + -^^77W + VW 2 +1+C 

1/ ./s I : 



= - a/5x 2 + 1 + -= £ r¡ \xS + V5x 2 + 1 

5 y/5 ' 

xdx 



+ c 



x 2 -5 



2.60.- J 

f xdx 1 fíÍM 1 . 1 . 1 . I 2 _| 

J_ = -J_ = -/ 7 |«| + c = -/ 7 |x -5| + c 



Sea: u = x 2 +5,du = 2xdx 



2.61.-J 



xdx 
2x 2 +3 



Sea: m = 2x 2 +3,du = Axdx 



r^ = if ^ = i , | + c= l_ , 2+3 , + c 
2x +3 4 w 4 11 4 1 1 



ax + ¿ 



-dr 

2 2 . ,_2 nWX ' 



2.62.- f 

J a 2 x 2 +¿ 

r ax + b _ r xdx r dx a r du b r dw 

J a 2 x 2 +¿ 2 ^ a 2 x 2 +¿ 2 + J a 2 x 2 +¿ 2 " 2^J T + a J 

1 „ I I X 1 W 1 /, I 2 2 ,2| 1 

= — £ 77 |w| H -rarcrg — hc = — £^|a x +¿> | + — arcrg — 



Sea: u = a 2 x 2 +b 2 ,du = 2a 2 xdx; w = ax, dw = adx 

r du b (• 

«r.r -rb 2 ~ 2a 2 J~u~ + a* " 2 ' 
1 

— are r s - 



w 2 +Z> 2 
are Tg — + c 
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2.63.- J 



xdx 



fl 4 ' 

Va -x 
xdx c xdx 



Sea: u = x 2 ,du = 2xdx 



du 



1 



(• xax r 

Va 4 -* 4 ^{4a 2 ) 2 -{4x 2 ) 2 2i ^{4¿?-u 2 2 

1 x 2 

= — arcsen — + c 

2 a 

2.64.- J 



= —ares en — + c 



x dx 
1 + x 6 



Sea: u = x 3 ,du = 3x 2 dx 



C x 2 dx _ (• x ax ir 

J 1 4- v 6 J 1 4-Cr 3 \ 2 1 J 



x 2 dx 1 r du 1 



l + x° J l + (xT 3 J l + w z 3 

x 2 dx 



2 = — arcrg \u\ + c = — arcrgx +c 



2.65.- J 



x 2 dx r x 2 dx 



Sea: u = x 3 ,du = 3x 2 dx 



l r du 1 . 

= -^77 



¡•xax_c x a ir 
hx 6 -l~> v /(x 3 ) 2 -l~3-' V7^T~3 

x-^arcrg3x 



u + \/u 2 -1 



+ c = -£r¡ 
3 



x 3 + 



Vx^T 



-dx, Sea:w = l + 9x ,dw = 18xdx;w = arcrg3x,dw = - 
l+9x l+9x 



2.66.- J 

p x - Jarcrg3x , r xdx r Jarcrg3x 1 rdu 1 r 1/ , 
- z dx = r - z — dx = — w /2 dw 

J l + 9x JUQr 2 J UQr 2 1 » J ,/ 



+ c 



3dx 



1 



= — in\u\ 
18 1 1 



1 



l + 9x ¿ J l + 9x ¿ 18 J u 3- 

1 „ 1, „ ,1 2(arc?-g3x) x 



, z + c = — ^77 l + 9x 
3 % 18 "I 



2.67.-J 



ares e n t 
4-4t 2 



dt , 



- + c 



Sea: u = ares ent,du = 



dt 



r /aresení , 1 r /ares en í , 1 r VarcseñT , 1 r r, 

J ^dí = — A z — dt = — — 1 d t = — ^udu = 

J \ 4-4í 2 2 J V 1-í 2 J Vl^ 1 2 



1 M ^ 



/ 3 / 



1 5/ 

+ C = -M /2 +C 



i 



= ^(aicsent) 3 +c 



2-68 f arergm 
J 9 + x 2 

r arcrg(f) , Ir, \u 1 2 

—rr—dx = — I i/dí< = hC = — M +C = 

JQ4-V 2 1 J 10 & 



o v , 3dx 
bea:M = arcrgf ,du = z- 



9 + x ¿ 



arcrg(f) 2 



9 + x 2 
2.69.- J 



+ c 



dt 



(9 + 9t 2 )£r/ 



dt 



t + 



Ví+7 



Sea:¿í = lr¡ 



t + 



Vi+7 



du 



dt 



Ví+7 



j(i+t 2 )j^t+Jí+? 



1 r du \w 2 2 r- 2 f r - 2 



+ c 
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2.70. - jae mx dx , Sea: u = -mx, du = -mdx 

Í—mx j \ —mx i _ a f « r a « , a -mx , 
ae dx = a\e dx = \e du = e +c = e +c 

2.71 . - J 4 2 ~ 3x dx , Sea: u = 2-3x,du = -3dx; a = 4 



2-3x 



Í4 2 3x dx = — — \adu = —— — — he = -— he 

J 3 J 3 ¿77a 3£r/4 

2.72. - J (<?' -e~')dt , Sea:u = -t,du = -dt 

J (<?' - )dí = J e'rfí - J <T'í/í = J e'dí - f e" di = é + e" + c = é + <T* + c 

2.73. - J e~ (x2+1) xJx , Sea: u = -x 2 - 1, = -2xdx 

¡e- (x2+V) xdx = ¡e x2 [ xdx = -- \e"du = --e u +c = --e" (x2+1) + c = c 

J J 2 J 2 2 2e x " +1 

„ r , y _y x2 , o 2x , 2<¿x 2x . 2dx 

2.74. - (e A -e /o ) dx , bea\u = — ,du = ;w = ,dw- 

J a a a a 

J («^ -e~ y ") 2 dx = j (e" Á + 2e^e~^ + e~ 2%; )dx = J e 2%; ¿/x + 2j dx + J dx 

= -\e"du + 2\dx — \e w dw = -e" +2x — e w + c = -e° +2x — e " +c 
2 J J 2 J 2 2 2 2 

2.75. - f .— d x, Sea:u = -f,du = -f;w = f,dw = 2f 

\la' 

J ü , — ^d x = J a _ J _ ^a x ~^¿x - J a^-dx - 1 a'^dx - 1 a^dx 

2f „ , «, 2 a ,v „ a" 2a 3 ^ „ a" Á 2 ,a* Á - v , 

= - \a w dw+2\ a"du = + 2 + c = + 2 + c = ( + a /2 ) + c 

3 J J 3 ír¡a ir¡a 3 ír¡a ir¡a ír¡a 3 

—^dx, Sea:u= — ,du = — - 

[ — yi£c = - [ = -e" + c = -e^ +c = -yfe + c 
j x j 

2.77. - Í5^—^=, S>ea\u = 4x,du= —¡= 

Vx 2Vx 

^ ,Cru , 2x5" 2x5^ 

5^* =2 \5"du = + c = + c 

J J ÍJ]5 lr¡5 

2.78. - jx7 x dx , Sea:w = x 2 ,du = 2xdx 

u x 2 

\xl xl dx = - \Vdu = + c = + c 

J 2 J 2^7/7 2^777 



2.79.- \**- 



Sea: u = e -\,du = e'dt 



f e'dt rdu , , i ( i 

= — = £jj\u\ + c = £n\e + c 

¡ e'-l u 11 1 1 

2.80.- j" e l 4a-be x dx , Sea: u = a-be x ,du = -be x dx 

[e x Ja-be x dx = -- \ Jüdu = -—— + c = — — +c = — — (a-be x ) 3/2 +c 



2.8-\.-\(e XÁ +iy A e x/ °dx, 

J (e* + \) >Á e Á dx = J yle^'+le^dx = aju^du = 



Sea:w =e //a+ \du = — 



au Á 3a(e' Á +iy 



-+c = 



-+c 



2.82, J 



dx 



2 x +3 



Sea: u = 2" + 3,dw = 2 x £rj2dx 



r dx Ir 3& l r 2* + 3-2* 1 r 2" + 3 J Ir 2* l fj Ir 

= — = — dx=—\ ax — dx = — \dx — 

J v +1, ^iix + i, o x 4-^ 3 J 2 x +3 3 J 2 x +3 ^ J ^ J 

+ c 



2 x +3 3 J 2* + 3 3 J 2 x +3 

1 1 

— x — 

3 3 



1 1 , , 1 1 , , 1 trj\V + 3 

= —x — £n\u\ + c = —x ír¡ \u \ + c = — x 

./II 3 Mr/2 /|| 



1 r du 
3-l~w~ 



2.83.- J 



a x dx 
17 ' 



r a x dx _ (• adx 1 r 

J 1 4-^, 2x ~ J \4-(n x \ 2 ~ Cnn J 



3 2,£t]2 

Sea:¿í =a x ,du = a x ír¡adx\a > 



du 



1 1 

. arcrgu + c = arcrga +c 

l + a J \ + {a x ) £r/a J 1+w ^770 



2 - 84 --íl^ dx ' 

íiZ^ dx = íi_ (e -^f 



dx = - 



Sea: u = e bx ,du = -be bx dx 
í r du 1 



l r du 

b 



t au _ í t au _ 1 
J 1-w 2 ""¿J (-l)(w 2 -l) ~2/3 77 



w — 1 



W + l 



+ C 



2.85.- J 



+ c. 



Sea:w = e ,du = e'dt 



p e'rfí (• e'Jí (• du 
hl-e 2 ' ~^l-(e') 2 ~* l^u 

Íx 
eos —¡=dx , 
V2 

^cos-j=dx = Vajeos udu =yÍ2 senu + c = yflsen-j= + c 
2.87.- ^ s e n(a + bx)dx , Sea:w =a + bx,du = bdx 

^sen(a + bx)dx = ^senudu = -^-cosw + c = - ^cos(a + bx) + c 



= ares enu + c = ares ene +c 



_ x 1 dx 

bea: w = —¡= , du = —¡= 
V2 V2 
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2.88.- icos yfx—j=, Sea.u = 4x,du = —¡= 

■sjx 2s¡X 

jcos Vx —j= = 2 1 eos udu = 2senu + c =2sen Vx + c 

sen{ír¡x) — , Sea:u = tt]x,du = — 

X ' X 

jsen(£r/x) — = jsenudu = -cosu + c = - eos Ir/x + c 

2.90.- j"(cosax + sen ax) 2 dx , Sea: w = 2ax,du = 2adx 

J(cosax + senax) 2 dx = j"(cos 2 ax + 2cos axs e nax + s en 2 ax)dx 

= j" (1 + 2 eos axs en ax)dx = j" dx + 2 j" eos axs en axdx = j dx + j s e n 2axdx 



1 

= x eos 2ax + c 

2a 



2.91.- Jsen 2 xdx, Sea\u = 2x,du = 2dx 

r 2 , f l-eos2x , Ir, Ir „ , 1 f , lf , 1 1 

sen xdx= dx = — dx — cos2xax=— dx — cosudu = — x senu + c 

J J 2 2 J 2 J 2 J 4 J 2 4 



1 1 

— x — sen2x + c 

2 4 



2.92.- Jcos 2 xdx , Sea:« = 2x,du = 2dx 

r 2 , f 1 + COS 2x, lp, Ir „ , Ir, Ir , 1 1 

eos xax= dx = — dx + — cos2xax=— ax + — cosudu = — x + — senu + c 

J J 9 9J9J 9J4J 9 zL 



1 1 

— x +— sen2x + c 

2 4 



2.93. - j"sec 2 (ax + ¿)dx, Sea:w = ax + b,du = adx 
[sec 2 (ax + ¿>)dx = — [sec 2 udu = — Tgu + c = —rg(ax + b) = +c 

2.94. - j"corg 2 ax<ix , Sea: u = ax,du = adx 

[ co rg 2 axdx = — í co rg 2 udu = — í (eos ec 2 u-Y)du = — \ eos ec 2 udu -—\du 

corra w co rgax ax co rgax 

= 5 + c = 5 ^ + c = - x + c 

a a a jd a 

2.95. - f-^-, Sea:w = %,¿/w = <% 

[ ^ X = [ eos ecfdx = a [eos ecw¿/w = a^^|cosecw-corra| + c 
* sen- J " J : 

= ai r¡ |cos ec x / a - co zg / a \ + c 
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2.96.- J 



dx 



3cos(5x-f) 
dx 



Sea:M = 5x- 7 y^,du = 5dx 



í — = — fsec(5x-f )dx =— ("secwdw = — lri\secu + Tgu\ + ( 

J 3cos(5x-f) 3 J 4 15 J 15 1 1 



3cos(5x-f) 
^£r¡ |sec(5x - f ) + Tg(5x - f )| + c 
dx 



Sea: u = ax + b,du = adx 



2.97.- f « , 

J sen(ax + ¿) 

[ — = í eos ec(ax + b)dx - — í eos ecwdw = — £ 77 Icos ecu -corgu\ + c 

J sen(ax + ¿) J a J a 



= — ír¡ eos ec(ax + b) - co rg(ax + b) + c 
a 



Sea: u = x 2 ,du = 2xdx 



2.98.- f-^y, 
J eos X 

f f 2 2 , 1 f 2 , 1 1 2 

r — - = xsec x dx = — sec udu = —Tgu + c = —Tgx +c 



2.99.- f co r 2 X dx , 

J a-b 



a-b 



2.100. - frgVx"^, 

J Vx 

\Tg4x^= = 2[zgudu = 2lr/\secu\ + c = 2ír¡ sec Vx 
J Vx J 

2.101. -J 



x , dx 

bea: w = , du = 

a-b a-b 



Sea:w = 4x,du = 



\ + c = (a-b)£r/ 


X 


sen 




a-b 



+ c 



dx 
2Vx 



+ c 



dx 



Sea: u = */^,du = dy^ 



\——¿ = ¡ C0T 8Í dx = 5^cozgudu = 5ÍT]\senu\ + c = 5£tj 



sen- 



+ c 



Sea: u = xV2, du = y¡2dx 



2.102.- ff 1 —¡=-l\ dx, 

J| vsenxV2 ) 

| í — -j= - 1 ] dx = j" (eos ecx^2 -Y) 2 dx = j" (eos ec 2 xy¡2 - 2 eos ecxy¡2 + Y)dx 

\ s <? n xV 2 J " 

= | eos ec 2 xy¡2dx - 2 j" eos ecxy¡2dx + j" dx = -J= j" eos ec 2 udu - -y= j" eos ecwdw + j" dx 



= — 1= co rgw - V2£ 7 Icos ecw - co rgwl + x + c 
V2 

= — 1= co rgx\¡2 - y¡2£ ?] eos ecxy¡2 - co Tgxy¡2 
V2 



+ x + c 
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2.103.- í — , Sea\u = 2x,du = 2dx 

J senicosx 



[ = f— ; — = 2 [ eos ec 2xdx = [ eos ecudu =lrj\cosecu-coTgu\ + c 

J senxcosx J y^sen2x J J 

= l r¡ |cos eclx - co zg 2x\ + c 

j — dx , Sea:u =senax,du = acosaxdx 

sen ax 



• cosax . 1 rdu 1 w 4 u~ 4 sen 4 ax 1 

-y- dx = — —r= hC = hC = hC = t 

sen ax a J u a -A Aa Aa Aa s e n ax 



2. 1 05. - J í s e n(l - 2í 2 )a7 , Sea: « = 1 - 2í 2 , du = -Atdt 

Í2 1 f 1 1 9 

ísen(l-2í )a7 = — \senudu =— cosw + c = — cos(l-2í ) + c 
4 4 4 

2.106. - f sen ^ x d x, Sea:u = 3 + cos3x, du = -3sen3xdx 

J 3 + cos3x 

f Sen ^ X dx = -— [— = -—£tj\u\ + c = --^77|3 + cos3x| + c 
J 3 + cos3x 3 u 3 3 

2.107. - jVg 3 f sec 2 fdx, Sea\u = rg( x / 3 ),du = ±sec 2 (/ 3 )dx 
\ t g 3 f sec 2 jdx = 3 J u 3 du = + c = 3rg ^ } + c 



n r senxcosx , , _ _ , 

¿.108.- I , d x, b>ea\u = cos2x, du = 2sen2xdx 

Veos 2 x-sen 2 x 

r senxcosx , rsenxcosx , l r sen2x 1 r du 1 u% u^ 2 

i d x = — ¡ a x = — ¡ = — — ¡= = h c = — 

J Veos 2 x-sen 2 x J Vcos2x 4 J Vcos2x 4 J Vw 4 ^ 2 

Vcos2x 



- + c 



2.109. - [ ^ T ^ X d x, Sea:u = rgx,du = sec 2 xdx 

J eos x 

r JrgX p / 2 r ,/ 2 y 2 3/ 

; a x = Jt ex sec xdx = u n du = —-r + c = —u /2 + c = — rg /2 x + c 
J cos 2 x JV J V 3 3 

2.110. - ícos-sen-ax, Sea:u = ,du = 2dx 

J a " ' /a 

ícos-sen-a*x = — ("sen — dx-— [senudu = -— cosu + c = -— eos — + c 
J « « 2J a 4J 4 4 a 

2.1 1 1 . - jt corg(2t 2 - 3)dt , Sea: u = 2t 3 - 3, ow = Atdt 

Í2 1 f 1 I I 1 I 2 I 

tcorg(2t -3)dt = — \coTgudu= — tn\senu\ + c = —tn\sen(2t -3) +c 



2.112. - ("4—' Sea:w = x\du = 4x 3 dx 

J x +5 

r x dx r xdx 1 r du 11 w 

2.1 13. - Jsen 3 6xcos6xdx , Sea:w = sen6x,o*w = 6cos6xO*x 

f 3 , , , Ir 1 m 4 w 4 sen 4 6x 

sen oxcos oxdx = — I w du = hc = hc = he 

J 6 J 6 4 24 24 

5 + 3cos 2x 



2.114.- J Vi + 3 eos 2 xsen2xdx , Sea:w = % , om = -3sen2xO*x 



j" Vl + 3cos 2 x sen 2xox = j" ^l + 3(— C ° S s e n 2 xdx = j" ^1 + - + - C ° S ^ X sen 2 xdx 



5 + 3cos2x „ , 1 f ./ , 1 U 2 y 

sen2xax = — u /2 du = — -—y + c = — u n +c 

2 3 J 3V 9 

5 + 3cos2x 



+ c 



--Í 

9^ 2 

2.115.- JxV5-x 2 dx, Sea:w = 5-x 2 ,du = -2xdx 

f s/í r, 1 r Xj 5 6/ 5(5-x 2 )^ 

xv5-x <¿x = — u /5 du = — -^ T + c = w /5 + c = - — — + c 

J 2 J 26/ 12 12 

Íl + s e n 3x 
— dx, Sea:u = sen3x, du = 3dx;w = cosw, dw = -senudu 
eos 3x 

fl + sen3x, r dx r s e n 3x , Ir 2 , lrsenw, 

t dx = h r- — dx = — sec udu + — r — dií 

J eos 3x J eos 3x J eos 3x 3 J 3 J eos u 



1 f 2 J 1 f dw 1 1 1 1 1 „ 1 

= — sec waw — — _- = — rgwH hc = — rgwH hc = -rg3xH he 

3 J 3 J w 3 3w 3 3cosm 3 3cos3x 

o 1 1 -7 r (cosax + senax) 2 _ 

2.117.- ax, beaiM = ax,du = adx 

J senax 

r (cosax + senax) 2 , r eos 2 ax + 2cosaxsenax + sen 2 ax , 

ax = ax 

J senax J senax 

p eos 2 ax , _ p eos ax s^-ffax , r ss^ax , 

= ax + 2 ' " — dx+ - — — -dx 

J senax J _§^rax J ■¡¿j&tfax 

_ rl — sen ax j x + 2f cosa ^ x+ ("senaxdx 
J senax J J 

_ r — dx — 1_ 2 f eos oxdx 
J senax J 

= [ eos ecaxdx + 2 [ eos axdx = — [ eos ecudu + — [ eos wdw 



1 c I I 2 1 o I I 2 

= — ir¡ eos ecw -corgu \ + — senu + c = — ír¡ eos ecax-corgax\ + — sen ax + c 

a a a a 

r x 3 -l 

2.118.- dx , Sea:w = x + l, du = dx 

J x + l 

í— — -dx- \{x 2 -x + l — )dx- \x 2 dx- ¡xdx+ ¡dx- f— ^— dx 

= \x 2 dx- \xdx+ \dx-2Í — - — — — + x-2£tj\x + 1\ + c 
J J J u 3 2 

Ícosec 2 3x<ix 
, Sea: u = b — ü co Tg3x, du = 3a eos ec 3xdx 
b-aco Tg3x 

r cosec 2 3xdx l r du 1 . M 1 . _ , 

= — — = — t^H+c = — iTj\b — acoTg3x\ + c 

J b-acotg3x 3a J u 3a 3a 

3 



2.120. - f— , dx, Sea\u = x 4 -4x + l,du = (4x 3 -4)dx 

J x -4x + l 

f— — ^ — dx = - — ^^ = -¡— = -lri\u\ + c = -ln\x 4 -4x + l\ + c 
J x 4 -4x + l 4 J x 4 -4x + l 4 J w 4 M 4 1 1 

2.121. -Jxe~* é/x, Sea:w = -x 2 ,du = -2xdx 

\xe~ x ' dx = -— ¡e u du=-—e u + c = --e~* 2 +c 
J 2 J 2 2 

2.122. - í — dx, Sea:w = x43,du = 43dx;a = 42 

J 2 + 3x 2 

[• 3-V2 + 3x 2 <• dx r (2 + 3x 2 ) x 

J 2 + 3x 2 J(V2) 2 +(V3x) 2 J 2 + 3x 2 ^ 

J_f ^fe f ^)\ _lf í(2 + 3x 2 )^x 

V3 J (V2) 2 +(V3x) 2 J >k3x^ 73 J (V2) 2 + (V3x) 2 J 

= 4f^-^-f(2 + 3x 2 )^x = V3f^-^-f . dx 
S ] (a) 2 + {u) 2 J J(a) 2 + ( M ) 2 J ^f^Sf 

nrr du í r du V3" 

= V3 ^ ---=-= — arcrg -j=íri\u + ^a 



+ M 



+ c 



(a) 2 + 0) 2 V3 J Va 2 + M 2 « a S 

= ^^arcrg ^^-- — ir/\xy¡3 + -J2 + 3 + x 2 +c 
42 42 3 I 

2.123.- [ dx , Sea\u =3x,du = 3dx;w = senu,dw = cosudu 

J sen3x 

sen3x cos3x 

c Tg3x-corg3x d x _ r cos 3 x ~ S gn3x ix _ f dx r cos3x ^ 
sen3x sen3x cos3x ■'sen 2 3x 



r _ , r eos 3x , Ir , Ir eos u , Ir , 1 r dw 

sec3xdx- — dx = - secudu — z — du = - secudu — — T 

J J sen 2 3x 3 J 3 J sen 2 w 3 J 3 J w 2 



1 w" 1 



^77|secw + rgw|-- — - + c = -^77|sec3x + rg3x| + 



1 



3sen3x 



- + c 



2.1 24.- J 



dx 



_ x 1 dx 

bea:w = — ,dw = 

2 2 



f dx _ r 

J V7 =J 

2.125.- f - - d x, 

J x + cosx 

rl + senx, rdu . , , . , , 
— — dx = — = £tj\u\ + c = £tj x + cosx + c 



dx 



fe ^dx = -2 fe"dM = -2e" + c = -2€ _?í +c = —r + c = -^+c 

1 + senx 



Sea: m = x + eos x, dw = (1 - s e n x)dx 



x + cosx u 
sec 2 xdx 



2.1 26.- J 



jVg 2 x-2 
du 



| sec 2 xdx _ | 
■sjrg 2 x-2 4u 2 -2 

2.127. - f-^-, 

J xV* 

dx _ r dx 
c^77 2 x x(£rjx) 

2.1 28. - Jfl""cos xdx, 
j"a senx eos xdx = jVdw = 



=dx , 



= ir¡ 



Sea: u = rgx, du = sec 2 xdx 



u + \/u 2 -2 + c = £ r¡ rgx + ^Jrgx 2 -2 



dx 

Sea:w -£nx,du = — 
2 



+ c 



r ax r f-v r du u 1 1 1 

5-= 7= — r = — + c = — + c = ~ + c 

J x^77 2 x J x(£nx) 2 J w 2 -1 



u £r¡\x\ 
Sea: w = s e n x, di/ = eos xdx 



a a' 

- + c = + c 



2.129.- f 

r x 2 dx _ r x 2 dx _ 1 r du _ 1 
J V7 + T = J (x T 7l? = 3-'^ = 7^ 



Sea: u = x 3 + í,du = 3x 2 dx 



73 



- + c = — + c = 
2 



(x 2 + l) K # 2 + l) 

hC = 



- + C 



2.1 30.- J 



xdx 



Sea: u = x 2 ,du = 2xdx 



r xdx _ r xdx 

i 



2xdx 



Vl-(x 2 ) 2 2> y li-(x>)> 2->^T^ 



1 r 2xdx 1 
I = — arcseim + c 



2 2 



-aresenx +c 



2.131.- jVg 2 axdx, 



Sea: w = ax, dw = adx 
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j" Tg 2 axdx = j" (sec 2 ax - Y)dx = j" sec 2 axdx - j" dx = — j" sec 2 udu - j" dx = — rgw - x + c 



1 

— rgax - x + c 
a 

sec 2 xdx 



2.132. - [ . x x = , Sea:w = xgx,du = sec 2 xdx 

J ^-Tg 2 X 

r sec 2 xdx r du u xgx 

, = , = ares e n — + c = ares e n - 2 — + c 

¡ j4-rg 2 x ¡ ^2 2 -u 2 2 2 

2.133. - f_^L, Sea:w = V,J M = rf V 

J eos x / a ' a ' a 

\~~~ / = \ sec ~/ a dx = a^secudu = a£r/\secu + rgu\ + c = alr/\sec x / a + Tg f a \ + c 



2.134.- C^^dx, Sea:u=l + £i]x,du = — 

J X X 

rtjl + tr/x , f Kl 3m K 3(1 + ¿wjc)* 

—dx= \ u A du = —r + c = + c = + c 

J x J 4/ 4 4 



2.135. - frgVx-1 ¡ , Sea:w = 4x-\,du = — , 

J 2Vx-l 

frgVx-1 f^— =2\rgu — = 2iri sec Vx-1 + c = -2£r/ eos Vx-1 
J Vx-1 J w 

2.136. - [ , Sea\u = x 2 ,du = 2xdx 

J senx 

r xdx 1 r 1 r 1 „ i i 

r- = — = — eos ecudu = —lr]\cosecu-coTgu\ + c 

J senx 2 J senM 2 J 2 1 



+ c 



2 



= — ^?7|cosecx 2 -corgx 2 +c 



psenx-cosx , _ , 

2.137.- dx, bea:w = senx + cosx,aw = (cosx-senx)ax 

• l senx + cosx 

• s e n x - eos x , r du 



rsenx- eos x , tau.\ . 

ax = - — = -í//senx + eos x + c 

J senx + cosx J w 

o loo f e ar " gx + ^7(l + x 2 ) + l c dx , „ 2 , , , 2xdx 

2.138. - —„ , bea:w = arcrgx,du = -;w = «77(1 + x )d,dw - 

J 1 + x ' 1 + x ' 1 + x 

r g arcrgJ + xí 77(1 + x 2 ) + 1 _ r g arcrg Wx rxt/jO + x^dx r_dx_ 

J 1 + x 2 "J 1 + x 2 + J 1 + x 2 + Jl + x 2 

f UJ 1 f j f dx u 1 w 2 „ ¿Va + x 2 ) 
= I e du + — I waw+ I = e + + arcrgx + c = e + — ' + arcrgx + c 

2 1 i 2 2 4 

2.139. - ("4^, 

J x 2 -2 
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dx 



1 



x ¿ -2 

= x + lr¡ 

2 



x 1 -!' 
x-J2 



x + 2 — j=lr¡ 
x 2 -2 2V2 



x 



x + 



+ c 



+ c 



X+V2 

2.140.-jV" ,2l sen2x¿/x ! 



1 — eos 2x 
Sea:w = ,du = sen2xdx 



l-cos2x 



\e^ x sen2xdx = \e 2 sen2xdx = \edu = e +c = e^ x +c 



2.141.J 

J sen— J 



dx , 



sen t 

2 r 



Sea:tí = -^=,du - .~ 
s/2 V2 



42 



2 A 

l-2sen^ + sen * 



sen 



V2 



dx = Jcosec^dx-2j"dx + Jsen-^dx 



= Vajeos ecudu -2^dx + V^Js en udu = -j2ÍT]\cosecu-coTgu\-2x- 4~2 eos u + c 
= yf2t?j\ 

2.142.- J 



\cosec^-corg ^ 
5-3x 



■2x- V2cos-^ + c 



r<ÍX, 



Sea: w = xV3 , <iw = V3<ix; w = 4 - 3x 2 , ¿/w = -6xdx 



V4-3x 2 

r 5 - 3x , _p ¿/x _ r x¿/x _ p dx _ r xdx 
, ax = 5 , -3 , =5 ¡ =~3 , 

J V4-3x 2 J V4-3x 2 J V4-3x 2 J ^4-{xSf V4-3x 
5 r du 3 r dw 5 w 1 5-J3 xV3 



-¡- - ¡ — ^ = — ares e ¡1 - 4 — ; 1 c = — — ares e n — — + y¡4-3x 2 + c 



V3 J V2 2 - M 2 6 J V^ V3 



2.143.- f 



2 2 1/ 



Sea: u=l + e s ,du--e s ds 



e+Y 

J e+l J e+l J « 1 1 1 

</0 



2.1 44.- J 



senaOcosaO 



Sea: w = 2a#, du = 2ad0 



dO 



senaOcosaO J l Ásen2aO 



í — = 2 í eos ec2a0d0 - — í eos ecw¿/w 

J l/c^n 9/7/9 J 2a J 



= —ír¡ |cos ecw - co r gwl + c = — ^77 Icos ec2a0 - co 2a6>| + c 



a 



2.1 45.- J 



Ve 2s -2 



ds , 



Sea: m = e s , du = e s ds 



du 



f , - ds = f ¡ ¿fe = — f r - 

J V e 2í -2 J V(e s ) 2 -2 J V^2 

= ¿77 le* + ^{e) 2 -2\ + c = tr/\e s + Ve 2s -2 



= ir¡ 



+ c 



u + 



Vw 2 -2 



+ c 
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2nt , 2nt , 
bea:w = \-<p ,du = dt 



2.146.-j"sen(^- + <p )dí, 

f sení ^ L + <p„)dt = — fsenwdw = -— cosw + c = -— cos(^^ + <z> n ) + c 



2.1 47, J 



are eos 7 : 
V4-x 2 



2;r • 



2;r 



r are eos X Á r u 
— , d x = - udu = — 

J 44^7 J - 

2.1 48.- J 



■ + c = — 



_ X , dx 

bea:w = arceos — ,dw = — , 
(arceos^) 2 



- + c 



dx 



x(4-£t]x) 

r dx _ r dx _ r dw _ 1 

' x(4-V*)~ ' x[2 2 -(^x) 2 ]~' 2 2 -w 2 ~4 77 



Sea:w = ír¡x,du = 



dx 



x(4-£r/ 2 x) ¡ x[2 2 -(£r]x) 2 
2.1 49.- Je ^sec 2 xdx, 



2 + u 



+ c = —£n 
4 



2 + lr¡x 



2-Itjx 



2-w 

Sea: w = -rgx, du = -sec 2 xdx 
J e~ Tgx sec 2 xdx = -J e"di< = -e" + c = -e~ Tgx + c 

r senxcosx , _ 2 

2.150.- , =dx, bea:w = sen x,dw = 2senxcosxdx 

J V2-sen 4 x 

senxcosx , r senxcosx , 1 r 

=dx = — 



+ C 



sen x 



r 

=dx = j 



di/ 1 u 
, - , = — ares e n —¡= + c 

^2-(sen 2 x) 2 2* ^2-u 2 2 V2 



1 (sen x) 

= —ares en ¡= he 

2 V2 



2.151 .-J 



s ecxrgx 



Vs ec 2 x + l 



dx, 



Sea: w = sec x, dw = sec xzgxdx 



s ecxrgx 



■dx = J- 



dw 



J Vsec 2 x + 1 J V u + 1 

2.152, f 5*—^, 

J sen icos í 

| /// r d/ 



= ^7 



M + 



V« 2 +l 



+ c = lr¡ 



s ecx + Vs ec 2 x + l 



+ c 



Sea:w = 2¿,dw = 2dí 

r di r dí 

sen 2 ícos z í J (senícosí) 2 (j^sen2í) 2 ^sen 2 2t 

= 2 j" eos ec 2 udu = -2co rgu + c = -2corg2t + c 

„ . _„ paresenx + x, 
¿.15o.- , — dx, 

J /1 ,2 



4jcos ec 2 2ídí 



Sea: m = ares e n x, dw 



dx 



r;w = l- x 2 ,dw = -2xdx 



x 



raresenx + x, raresenx, r x , r , lpdw r , Ir -y, 

, — dx = — , d x + ¡ d x = wdw — — ¡= = wdw — w /2 dw 

J VjT7 J ¡jz^ J 2^ J 2J 



u 2 1 w" 2 (arcsenx) 2 l t 

= — + c = - Vl-X +C 

2 2 1/ 2 

72 

x<ix 



2.154. - f . , Sea:í = Vx + l^>x = í 2 -l;<ic = 2tóí 

J Vx + 1 

r xdx r(t 2 -l)2tdt .f. 2 1W _.í 3 . 2J(x + l) 3 / 

, = = 2 (r - = 2( O + c = — ^ 2Vx + 1 + c 

J VxTT J t J 3 3 

2.1 55. - J x(5x 2 - 3) 7 dx , Sea: u = 5x 2 - 3, = lOxdx 

f /c 2 -v/j 1 f 7 , 1 u u* (5x 2 -3) 8 
x(5x -3) dx = — I u du = hc = hc = he 

J 10 J 10 8 SO SO 



2.1 56.- f Á íl{x+ ^+~ l ) -dx , Sea:u = l? 1 (x + V7+T), rf M = 

V x +1 Vx 

J V * +1 J Vx^+l J 3 7 



Vx 2 +1 



2 

^?7(x + Vx 2 +l) 3 

- + c 



3 



2.157.- [ s . gn x J x, Sea:« = cosx,¿/w = -senxdx 

J Vcosx 

f sgn3 x j x _ f sen 2 xsenxdx _ r (1-cos 2 x)sen xdx _ rsenxdx r c< 

VcOSX y/cOSX VcOSX VcOSX Vi 



cosx 



jcos ^ xsenxdx- Jcos^ xsenxJx = -^u^du + ^u^du = ~^/ + ~^/ +c 

Á Á 



2u Á 2u Á 2cosx % 2cosx % 2Vcos 3 x 2Vcos 5 x 

= + + c = + + c = + + c 

3 5 3 5 3 5 

_ . r COS Xé/x 

2.158.- j -7= 

Vl + sen 2 x 

Sea: í = Vl + sen 2 x =>sen 2 x = ¿ 2 -l;2se n xcos xdx = 2tóí 



r_cosxdx_ = r V^TI _ r dt _ £ 
J Vl + sen 2 x J t J V^T 



+ sen 2 x + senx 



+ c 



„ . p (ares e n x) , _ ¿/x 

2.159.- , — dx , Sea: u = ares enx,du = —¡= 

J Vi-x 2 Vi-. 

f(arcsenx) 2 . r 2 _ w 3 (aresenx) 3 
, — dx=\u du = hc = h c 

J Vl-x 2 J 3 3 

2.150.- JV +e *dx, Sea:M = e'\<iw = e e 'e x dx 



.2 



je x+e dx = je x e e dx = jdu = u + c = e + c 

t(4t + 1) 7 dt , Sea: u = 4t + 1 => t = , du = \dt 

4 

r ,a ,x7 . tu—Xndu Ir, 7 . 1 f , 8 7 . . 1 u' \ u 

\t(4t + í) dt= u — = — \{u-\)u du = — \{u -u )du = + c 

J J 4 4 16 J 16 J 16 9 16 8 

(4t + l) 9 (4t + lf 



144 128 

-lOfH 

í 2 +4 



- + c 



2.1 62.- f — — }® t + l2 dt , Sea: u =t 2 + 4,du = du = 2tdt 

J -i-á 



f 2í 2 -lOí + 12 , rí 2 -5í + 6, „ f f, 2-5íl , , fl „r ¿fr r <¿í 

: dt = 2\ — dt = 2 l + -r dt = 2\dt + 4\ — 10 - 

J í 2 +4 J ¿ 2 + 4 J ^ t 2 +4 J J í 2 + 4 J í 



+ 4 



dt + 4\ — 5 1 — = 2t + 2arcTgj-5lrj\u\ + c = 2t + 2arcTg-^-5lrj\t 2 +4\ + c 

2.163.- f - ¿ft, 

Sea: w = e 2t + 1, ¿/w = 2e 2t dt; w-l + e~ 2 ' , dw = -2e' 2t dt 
r é -e _ r e'dt r e'dt _ r e 2t dt r e~ 2t dt _ 1 r du 1 r dw 
K' + e~' t= ' 7+7 7+7 = ' e 2 ' + r' 1 + e" 2 ' = 2~'T + 2 '7 

= ^ 77 |w | + £ 77 1 w|) + c = ^£ r¡ \uw\ + c = ^£ r/(e 2t + 1)(1 + e' 2 ' ) + c 



CAPITULO 3 



INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

En esta parte, serán consideradas las integrales trigonométricas de la forma: 

) j" s e n'" u eos" udu 

i) j zg m u sec" udu 

i i) j'corg m wcos ec"udu 

O bien, formas trigonométricas reducibles a algunos de los casos ya señalados. 

EJERCICIOS DESARROLLADOS 

3.1,Encon,rar:fcos^ 

Solución.- cos 2 xdx = 



2 , 1 + eos 2x 



2 



Luego: J eos 2 xdx = J - + C ° S ^ X ¿ /x = ^Jdx-l-^ j"cos2xdx = -^ + -^-sen2x + c , 

Como: fcoshx<ix = — senhx + c 

Respuesta: Jcos 2 xdx = ^-x + -^-sen2x + c 
3. 2. -Encontrar: Jcos 4 {xdx 



Solución.- eos |x = 

2 2 



Luego: J eos 4 {xJx = j"(cos 2 \x) 2 dx = ¿ x _ i-J(i + 2cosx + cos 2 x)dx 

= ^ J¿/x + ^Jcosxcíx + ^-Jcos 2 xdx , como: Jcos 2 xdx = j/^x + j/^sen2x + c 

I f , 1 f , 1 f 2 , 1 1 1,1 1 

= — \dx + —\ eos xdx + — eos xax = — x +— sen x + — (— x +— sen 2x) + c 
4 J 2 J 4 J 4 2 4 2 4 

II 1 1 3 1 1 

= — x + — senx + — x-l sen2x + c = — x +— sen x-l sen2x + c 

4 2 8 16 8 2 16 

Respuesta: icos 4 {xdx = — x + — senx + — sen2x + c 
J 2 8 2 16 

3.3.-Encontrar: Jcos 3 xdx 

Solución.- j" eos 3 xdx = Jcos xcos 2 xdx , como: eos 2 x = l- sen 2 x 
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= j" eos x eos 2 xdx = Jcos x(l-sen 2 x)dx = j"cosxdx-j"cosxsen 2 xdx 
Sea: u = senx,du = eos xdx 



.3 „ „_3 



= Jcosxdx- Jcosxsen 2 xdx = j" eos xdx- j"w 2 dw =senx-^-+c=senx- Sg " X + c 

Respuesta: J eos 3 xJx = senx- Sg " X + c 

3. 4. -Encontrar : J s e n x 3 4xdx 

Solución.- j"s en x 3 4xdx = j"s en 4xs en 2 4xdx, como:sen 2 4x = l-cos 2 4x 

= j"sen4xsen 2 4xdx = j"sen4x(l-cos 2 4x)dx = j"sen4xdx- j"sen4x(cos4x) 2 dx 

Sea: u = eos 4x, dw = -4 s e n Axdx 

r . , 1 r 2 , 1 „ 1« 3 cos4x cos 3 4x 

= sen 4xdx + —\u du = — eos 4xH h c = 1 h c 

J 4 J 443 4 12 

■i f i, , cos4x cos 3 4x 

Respuesta: senx 4xdx = + +c 

J 4 12 

3. 5. -Encontrar: Jsen 2 xcos 3 xdx 

Solución.- Js en 2 xcos 3 xdx = Jsen 2 xcos 2 xcos xdx = j" sen 2 x(l-sen 2 x) eos xdx 

= Jsen 2 xcos xdx- Jsen 4 xcos xdx ; Sea: u = senx, du = eos xdx 

r 2 , f 4, u 3 u 5 sen 3 x sen 5 x 

= \u du-\u du = hc = h c 

J J 3 5 3 5 

■i r 2 3 , sen 3 x sen 5 x 
Respuesta: J sen xcos xdx = — — + c 

3.6. -Encontrar: Jsen 3 xcos 2 xdx 

Solución.- j" sen 3 xcos 2 xdx = Jsen 2 xs en xcos 2 xdx =j"(l-cos 2 x) sen xcos 2 xdx 
= j"(l-cos 2 x) sen xcos 2 xdx = Js en xcos 2 xdx- j"s en xcos 4 xdx 
Sea:w = cosx, du = -senxdx 



u 3 u 5 

= j"s en xcos 2 xdx- j"s en xcos 4 xdx = -^u 2 du +j"w 4 dw = 1 he 



3 5 



eos 3 x eos 5 X 

- + + c 



3 5 

_ r * 2 , eos 3 x eos 5 x 

Respuesta: J sen xcos xdx = — + — - — + < 

3.7.-Encontrar: Jsen 2 xcos 5 xdx 

Solución.- j" s e n 2 xcos 5 xdx = j" s e n 2 x(cos 2 x) 2 eos xdx = j" s e n 2 x(l - s e n 2 x) 2 eos xdx 
= Jsen 2 x(l-2sen 2 x + sen 4 x) eos xdx 



= j" (s e n x) 2 eos xdx - 2j" (s e n x) 4 eos xdx -hj" (s e n x) 6 eos xdx 
Sea: w = s e n x, dw = eos xdx 



r 2 , -.f 4, f 6, u -U u sen x .sen x sen x 
= u du-2\u du + \u du = 2 1 hc = 2 1 he 

J JJ 1^7 1 S 7 



3 5 
'n 

~3 



_ r 2 c . sen 3 x „sen 5 x sen 7 x 
Respuesta:] sen 2 xcos 5 xdx = — 2 — - — + \ c 

3. 8. -Encontrar: j"s en 3 xcos 3 xdx 

Solución.- Js en 3 xcos 3 xdx = j" (sen xcos x) 3 dx ; como:sen2x = 2senxcosx, 

sen 2x 

Se tiene que:senxcosx = — - — ; Luego: 



j" (sen xcos xf dx = J^ ~~~~ j dx = ^ Jsen 3 2xdx = ^-j"sen2xsen 2 2xdx 
Ir Ir Ir 

-J sen2x(l-cos 2 2x)dx = - J sen2xdx — J sen2x(cos2x) 2 dx 



8 J 8 J 8 

Sea: u = eos 2x, du = -2 s e n 2xdx 



= — fsen2xdx-h — f-2sen 2x(cos2x) 2 dx = — \sen2xdx + — \u 2 du 
8 J 16 J 8 J 16 J 



1 . 1 u 1 cos 3 2x 

= eos 2xH he = cos2xH he 

16 16 3 16 48 



eos 2x 

-he 



Respuesta: ("sen 3 xcos 3 xdx = — — cos2x + 

J 16 48 

3. 9. -Encontrar: j"s en 4 xcos 4 xdx 

Solución.- Js en 4 xcos 4 xdx = J (sen xcos x) 4 dx = j^ Sg " ~~ dx = ^-^sen 4 ^ x dx 

1 r 2 ~ 2 i ( ( 1-cos4xY , 1 r,„ „ 2 

= — (sen 2x) dx = — dx = (1 - eos 4x) dx 

16 J 16 J ^ 2 J 16x4 J 

— f (1 - 2 eos 4x + eos 2 4x)dx = — [dx- — f eos 4 xdx + — í eos 2 4xdx 



64 J 64 J 32 J 64- 

Ir, Ir t , 1 rl + COs8x , 

= — dx eos 4xdx H — — dx 

64 J 32 J 64 J ? 



= — [dx-— ("cos4xdx + — !— f dx + — fcos8xdx 
64 J 32 J 128 J 128 J 

1 1 . 1 1 _ 3xsen4xsen8x 

= — x sen4xH x-l sen8x + c = 1 he 

64 128 128 1024 128 128 1024 



Respuesta: Jsen 4 xcos 4 xdx = — 



í ' t sen8x^l 
5x-sen4x + -he 

v 8 ) 



128 

3.10.-Encontrar: Jx(cos 3 x 2 -sen 3 x 2 )dx ; Sea:u = x 2 ,du = 2xdx 



j" x(cos 3 x 2 - sen 3 x 2 )dx = — j" 2x(cos 3 x 2 - s e n 3 x 2 )dx = — j" (eos 3 u-sen 3 u)du 



2 J 2- 

= ^ Jcos 3 wé/w Jsen 3 wdw = ^ j" eos w eos 2 wé/w Jsenwsen 2 wé/w 

lp 2 1 f 9 

= — J cosw(l-sen u)du- — J senw(l-cos w)¿/w 

= — f coswé/w - — ("cosm sen 2 mé/w - — |"senw£/w + — ("sentí eos 2 udu 
2 J 2 J 2 J 2 J 

Sea: w = senu,dw = cosudu;z = cosm, ¿fe = -senudu 

1 f ^ 1 f 2, 1 f , 1 f 2j 1 1 w 3 1 1 z 3 

= — eos udu — w dw — sen udu — z dz = —senu h — eos u he 

?J ?J ?J ?J 9 9^9 9 ^ 



senw sen 3 w cosw cos 3 w 1 , s 1 



- + + c = — (senw + cosw) — (sen w + cos u) + c 

2 6 2 6 2 6 

Dado que: s e n 3 w + eos 3 u = (s e n u + eos w)(s en 2 w-senM eos w + eos 2 ) 

O bien:sen 3 w+cos 3 w = (senw + cost<)(l-sent<cosw) ; Lo que equivale a: 

1 i 

= — (s e n u + eos u) — (s e n u + eos w)(l - s e n w eos u) + c 

2 6 

1 . . 1 , .,, 2senwcosw x 

= — (s e n w + eos u ) — (s e n u + eos w)(l ) + c 

2 6 2 

1. 1 ... sen2w. 

= — (s e n u + eos w) — (s e n ¿í + eos w)(l ) + c 

2 6 2 

= — (senu + cosw)- — (sentí + cosw) — (2-sen2w) + c 
2 6 2 

= ^ (s e n w + eos u)(6 - (2 - s e n 2u)) +c = ^(sen« + eos w)(4 + s e n 2w) + c 
= j^-(senx 2 + cosx 2 )(4 + sen2x 2 ) + c 

Respuesta : [ x(cos 3 x 2 - s e n 3 x 2 )dx = — (s e n x 2 + eos x 2 )(4 + s e n 2x 2 ) + c 
J 12 



3.1 1 .-Encontrar: Js e n 2xcos 4xdx 



Solución. -senacos/? = ^-[sen(a-/?) + sen(a + /?)]; Se tiene que: 

s e n 2x eos 4x = ^ [s e n(2x - 4x) + s e n(2x + 4x)] = ^ [s e n(-2x) + s e n(6x)] 



= -^[-sen2x + sen6x] , Luego: j"sen2xcos4x¿/x = j"-^-(-sen2x + sen6x)<ix 

= -— í sen2xdx + — fsen6x¿/x = — cos2x-— cos6x + c 
2 J 2 J 4 12 

Respuesta : j" s e n 2x eos 4xdx = — eos 2x - — eos 6x + c 
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3.1 2. -Encontrar: Jcos 3xcos 2xdx 

Solución.- cosacos/? = i[cos(a-/?) + cos(a + /?)] ; Se tiene que: 

eos 3xcos ^ x = ~ [cos(3x - 2x) + cos(3x + 2x)] = ^ [eos x + eos 5x] , Luego: 

= j"cos3xcos 2xdx = j"-^-[cosx + cos5x]dx = j"cosxdx + ^ j"cos5xdx 

1 1 

= — sen xH sen5x + c 

2 10 

Respuesta: fcos3xcos2xdx = — senx + — sen5x + c 
J 2 10 

3.13. -Encontrar: Jsen5xsenxdx 

Solución. -señasen j3 = ^[cos(a- /3)-cos(a + j3)]; Se tiene que: 
sen5xsenx = — [cos(5x-x)-cos(5x + x)] = — [cos4x-cos6x] ; Luego: 
= j"sen5xsenxdx = j" [eos 4x - eos 6x] = ^Jcos4x<ix-^ Jcosóxdx 

1 A 1 

= — sen4x senox + c 

8 12 

r 1 1 

Respuesta: sen5xsenxdx =-sen4x sen6x + c 

J 8 12 

3.14. -Encontrar: jVg 4 xdx 

Solución.- jrg 4 xdx = jrg 2 xTg 2 xdx; como:rg 2 =sec 2 x-l; Luego: 
= jrg 2 xrg 2 xdx = jVg 2 x(sec 2 x-Y)dx =j"rg 2 xsec 2 xdx -^Tg 2 xdx 

= \{rgx) 2 sec 2 xdx- f sgn x j x _ f( r ^ x ) 2 sec 2 x dx- f- — X d x 
J J eos X J J eos X 

= j" (rgx) 2 sec 2 xdx - j" sec 2 xdx + j" dx ; Sea: w = rgx, dw = sec 2 xdx 
= j"w 2 dw- j" sec 2 x+j"dx = ^--Tgx + x + c = ^ — rgx + x + c 

.3 



Respuesta: jVg 4 xdx =— — tgx+x+c 



3 



3.15.-Encontrar: Jsec 6 xJx 

Solución.- j" sec 6 xdx = j" (sec 2 x) 2 sec 2 xdx ; como: sec 2 xdx = 1 + rg 2 x 

(sec x) sec xdx = I (1 + rg x) sec xdx = I (1 + 2rg x + rg x) sec xdx 
= j" sec 2 xdx + 2j" (rgx) 2 sec 2 xdx + j" (rgx) 4 sec 2 xdx ; Sea: w = rgx, du = sec 2 xdx 
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= Jsec 2 xdx + 2j u 2 du + j" u 4 du = rgx + ^ki 3 + ^u 5 + c = Tgx + ^Tg 3 x + ^rg 5 x + c 

r 2 1 

Respuesta: J sec 6 xdx = Tgx + -rg 3 x + -rg 5 x + c 

3.16.-Encontrar: jrg 3 2xdx 

Solución. - 

j" rg 3 2xdx = jrg 2xrg 2 2xdx = j" rg 2x(sec 2 2x - l)dx = j" rg 2x sec 2 2xdx - J zg 2xdx 
Sea:u = rg2x,du = 2sec 2 2xdx; Luego: 

Ir, r ~ , 1 m 2 1 , 1 „ 1 í"p 2 2x 1 . 1 
= — J udu-j Tg2xdx = lr/\sec2x\ + c = ír¡ 



cos2x 



+ c 



1 



cos2x 



+ c 



Respuesta: Jr# 3 2xdx =^-^--^77 

3.17. -Encontrar: jrg 2 5xdx 

Solución.- j" rg 2 5x<ix = j" (sec 2 5x - l)dx = j" sec 2 5 xdx - j dx = ^-rg5x - x + c 

Respuesta: J rg 2 5xdx =-rg5x-x+c 

3.18. -Encontrar: JVg 3 3xsec3xdx 

Solución.- jVg 3 3xsec3xdx = JVg 2 3xrg3xsec3xdx = j"(sec 2 3x-l)rg3xsec3xdx 
= J(sec3x) 2 rg3xsec3xdx- j"rg3xsec3xdx ; Sea: u = sec3x, du = 3sec3xrg3xdx 
1 r 1 r 

Luego: — J u 2 du -— J 3rg3xsec3xdx ; como: d(sec3x) = 3rg3xsec3xdx , se admite 

Ir,, 1 f , 1^1 1 a 1 

— \udu — I w(sec3x) = — w — sec3x + c = — sec 3x — sec3x + c 

3 J 3 J 9 3 9 3 

Respuesta: J rg 3 3xsec3xdx = — sec 3 3x--sec3x + c 

3.19. -Encontrar: jVg^xsec 4 xdx 

Solución.- jVg^xsec 4 xdx = j"rg^x(sec 2 x)sec 2 xdx = j"rg^x(l + rg 2 x)sec 2 xdx 
= j (rgx) 3/2 sec 2 xdx + j (rgx)^ sec 2 xdx ; Sea: u = zgx, du = sec 2 xdx 

Luego\^u y2 du + ^u /2 du = ^u A +^u Á +c = ^Tg 5/2 x + ^Tg 9/l +c 

Respuesta: jVg^xsec 4 xdx = ^Tg 5/2 x + ^Tg 9//l +c 

3. 20. -Encontrar: jVg 4 xsec 4 xdx 

Solución.- j"rg 4 x(sec 2 x)sec 2 xdx = jVg 4 x(l + rg 2 x)sec 2 xdx 

= j (rgx) 4 sec 2 xdx + j" (rgx) 6 sec 2 xdx ; Sea: w = Tgx, du = sec 2 xdx 



i r i . r ( , , w 5 u 1 rg 5 x rg 7 x 
Luego: u du + u du = — + — + c = — — + — — + c 
a J J 5 7 5 7 

Respuesta: jVg 4 x sec 4 xdx =^^ + -^-^ + c 
3.21 .-Encontrar: Jcorg 3 x cosec 4 xdx 

Solución.- j"corg 3 x cosec 4 xdx = j"corg 3 x(co sec 2 x) cosec 2 xdx 
Como:cosec 2 x = l + corg 2 x; Luego: 

j"corg 3 x(l + corg 2 x) cosec 2 xdx = j"corg 3 x cosec 2 xdx-t- j"corg 5 xcosec 2 xdx 
Sea:« = coz gx,du = -cosec 2 xdx , 

r i , r < . u u cor# 4 x cotp 6 x 

Luego:- \u du-\ u du = + c = - - — + c 

a J J A A 



4 6 4 6 

corg 4 x corg 6 x 



+ c 



Respuesta: j"corg 3 x cosec 4 xdx = 

3. 22. -Encontrar: j"co rg3x cosec 4 3xdx 

Solución.- j" co Tg3x co sec 4 3 xdx = j" co rg3x(co sec 2 3x) co sec 2 3xdx 

j"corg3x(l + corg 2 3x) cosec 2 3 xdx = j"corg3xco sec 2 3xdx + j"corg 3 3xcosec 2 3xdx 

Sea:w = cotg3x,du = -3cosec 2 3xdx; Luego: 

1 r . 1 r 3 , u 2 u" corg 2 3x cor£ 4 3x 

— uau — I u au = hc = h c 

3 J 3 J 6 12 6 12 

co Tg 3x co sec 4 3xdx = ^ ^ + c 

3.23. -Encontrar:J cosec 2xdx 

Solu ción .- J co sec 2 2x co sec 2 2xdx = j" (1 + co Tg 2 2x) co sec 2 2xdx 

j" cosec 2 2xdx + j"corg 2 2xcosec 2 2xdx; Sea:w = corg2x,du = -cosec 2 2xdx 

i f 2o j 1 f 2j 1 o corg2x corg 3 2x 

Lu ego : co sec 2xdx — \u du = — corglx + c = - - + c 

a J 2J 2 3 2 6 

■-i r 4^ , cor#2x cor^ 3 2x 
Respuesta: J cosec 2xdx = 1 1 — +c 

3.24. -Encontrar: Jcorg 3 x cosec 3 xdx 

Solución.- j"corg 3 x cosec 3 xdx = j"corg 2 x cosec 2 xco rgx cosec xdx 

Co m o : co r g 2 x = co sec 2 x - 1 ; Lu eg O : j" (co sec 2 x - 1) co sec 2 x co r gx co sec xdx 

= | (co sec 4 x co rgx co sec xdx - j" co sec 2 x co rgx co sec xdx 
Sea: u = eos ecx, du = - eos eexeo tgxdx ; 



Entonces: -¡u 4 du + \u 2 du = -— + — + c = 
J J 5 3 

_ r , , , cosec 5 x cosec 3 x 
Respuesta: J co zg xco sec xdx = — + — - — + c 

3.25.-Encontrar: j"corg 3 x<ix 

Solución.- jcorg 3 xdx = jcorg 2 xcoTgxdx = j"(cosec 2 x-l) corgxdx 
= jcosec 2 xcorgxdx- jcorgxdx ; Sea:w = cozgx,du = -cosec 2 xdx 

Luego: -judu- ^corgxdx = -— — £r]\senx\ + c = - COT % X - £r/\senx\ + c 



eos ec 5 x eos ec 3 x 
+ + c 



Respuesta: ^corg 3 xdx =■ 



CO Tg X 



■lr/\senx\ + c 



EJERCICIOS PROPUESTOS 

Usando esencialmente el mecanismo tratado, encontrar las siguientes integrales: 



3.26.-jVg 2 5x¿/x 

eos 2x 



3.29.- 
3.32.- 

3.35.- 
3.38.- 

3.41.- 
3.44.- 

3.47.- 

3.50.- 
3.53.- 

3.56.- 
3.59.- 
3.62.- 



dx 



cosx 

rg 3 4xsec4xdx 

(sec x + eos ecx) 2 dx 
sen8xsen3xdx 



secx 



dx 



(Tg 3 i + Tg 4 j)dx 



dx 



sen xcosx 
dx 



eos 6 4x 
sen 5 idx 



sen feos \dx 



1 - eos 2x 



dx 



1 + eos 2x 

sen 2 2xcos 2 2xdx 



3.27.- 

3.30.- 

3.33.- 

3.36.- 
3.39.- 

3.42.- 
3.45.- 

3.48.- 

3.51.- 
3.54.- 

3.57.- 
3.60.- 
3.63.- 



senxcosxrfx 



sen fdx 



sec 3 frgfdx 
cos4xcos5xdx 



eos x 



dx 



sen x 
co tg 3 jdx 



eos x 



dx 



sen x 



eos x 



-dx 



1-senx 
Vi - eos xdx 



sen 2 xcos 2 xdx 



eos x 



Vsenx 
eos 4 xdx 



dx 



3.28.- 



Vcosxsen 3 xdx 3.31. 



3.34.- 

3.37.- 
3.40.- 
3.43.- 

3.46.- 

3.49.- 
3.52.- 

3.55.- 

3.58.- 
3.61.- 



dx 



sec2x 

JC 

3 

sen 2x 



rg 2 f sec 2 f dx 



dx 



senx 

rg 4 2xsec 4 2xdx 
sen2xcos3xdx 
cosec 4 3xdx 



corg 4 jdx 



dx 



sen 2 xcos 4 x 



eos fdx 



dx 



eos ec 4 f 
sen 4 xcos 2 xdx 



sen 3 2xdx 



3.64.- jVg 4 xsec 2 xdx 
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3.65.- jrg 3 xsecxdx 3.66.- Jsec 6 aOdO 3.67.- J sec xdx 

3.68.- j"corg 2 2xcosec 2 2xdx ^ gg rsen 3 x^ 3.70.- j" sec 4 3xrg3xdx 

cos 2 x 

3.71 .- Jsec" xrgxdx;(n ^0) 3 72 í COs3 X dx 3 73 - f ^ x 

" ■> sen 2 x X J sen 4 x 

3.74.- jVg"xsec 2 xdx;(n ^ -1) 3.75.- j"sen 6 xdx 3.76.- j"sen 4 axdx 

3.77.- Jsen" xcosxdx;(rc ^ -1) 3.78.- j" cor g"axdx 3.79.- j"corg 4 3xdx 

3.80.-j"cosx"senxdx;(n*-l) 3.81 .- ¡Tg n xdx 3.82.- jVg 4 xdx 

3.83.- J eos 2 " +l xdx 

flESP¿/ES7tfS 

3.26. - jVg 2 5xdx = j"(sec 2 5x-l)dx = Jsec 2 5xdx + Jdx = ^-rg 5 x-x + c 

3.27. - fsenxcosxdx = — f2senxcosxdx = — f sen 2xdx = -— cos2x + c 

3.28. - f ^ X = feos 2xdx = — sen 2x + < 

J sec2x J 2 

« rcos2x , r eos 2 x-sen 2 x , pcos' x , rsen x , 

3.29. - dx = dx = —^dx- dx 

J cosx J cosx J £©tfx J cosx 

= [cosxdx-[- — X dx - [eos xdx- [ + [ eos xdx = 2[cosxdx- [sec xdx 



2-' 2- 

c 

cos2x , r eos 2 x-sen 2 x , rcos^x , rsen 2 x 



COSX rf COSX _pO<x' - 1 COSA 

• 1 - eos 2 x , r i r 

dx = eos xdx - 

cosx J J cosx 

= 2senx-^?7|secx + rgx| + c 

3.30. - JVcosx sen 3 xdx = jVcosxsen 2 xsenxdx = j" Veos x(l- eos 2 x) sen xdx 
= j" Vcosx sen xdx - j" Vcosx eos 2 xs e n xdx = j" cos^xs e n xdx - j" cos^xs e n xdx 

Sea: w = cosx, du = -sen xdx ; Luego: -[w^dw + Jw^dw = -^-w^+^w^+c 

2 3/ 2 7/ 2 / 5 2 / 7 

= — cos /2 +— cos A + c = — veos x + — Veos x + c 

3 7 3 7 

= -—eos x Veos x +— eos x 3 Vcosx + c 
3 7 

3.31 . - jVg 2 f sec 2 1 dx = ^(rg f) 2 sec 2 f dx ; SeaiM =rgf,du = -sec 2 f dx 
3j(rg f ) 2 }sec 2 f dx = 3jVdw = u +c = tg 3 f + c 

3.32. - jVg 3 4xsec4xdx = j"(rg 2 4x)rg4xsec 4xdx = j"(sec 2 4x-l)rg4xsec 4xdx 

= j"sec 2 4xrg4xsec4xdx- j"rg4xsec4xdx ; Sea: u = sec4x, du = 4sec4xrg4xdx 
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1 f 2 , 1 r , 1 u 1 sec 4x sec4x 
- — lu du — \du = u + c = h c 

AJ AJALA 19 A 



4 3 4 12 4 

] 

2 J 2- 



_ p 2 rl-COs2| , rl-COSf , 1 r , 1 r 

3.33. - J sen fax = J — -dx = J — -dx = — J dx-— J cosf dx 

1 3 X 

= — x senf + c 

2 2 3 

n n . rsen2i , p 2 s^iíx eos x , _ r 

3.34. - dx = , dx = 2 cos xdx = 2senx + c 

J senx J >eiíx J 

3.35. - J (sec x + eos ecx) 2 dx = j" (sec 2 x + 2 sec x eos ecx + eos ec 2 x)dx 

= [ sec 2 xdx + 2 [ sec x eos ecxdx + [ eos ec 2 xdx = [ sec 2 xdx + 2 [ — — dx + [ eos ec 

J J J J J cos x s e n x J 

= f sec 2 xdx + 2x2Í — + [cos ec 2 xdx= [sec 2 xdx + 4[ — — — + \cosec 2 xdx 

J J 2cosxsenx J J J sen2x J 

= í sec 2 xdx + 4j" cos ec2xdx + j" cos ec 2 xdx 
= rgx + ^2^/7 |cos ec2x - co Tg2x\ - co rgx + c 
- rgx + 2£rj |cos ec2x - co rg 2x| - co rgx + c 

3.36. - j" sec 3 f rg f dx = j" (sec 2 f ) sec fzgfdx 

Sea: « = secf ,dw = jsec frg f dx , 

r í/ 3 4 sec 3 — 

Luego:4j M 2 dw = 4— + c = — ^~ + c 

3.37. - jrg 4 2x sec 4 2xdx = j"rg 4 2x(sec 2 2x)sec 2 2xdx = jVg 4 2x(l + -rg 2 2x)sec 2 2xdx 
= j" (rg 2x) 4 sec 2 2xdx + j" (rg 2xf sec 2 2xdx 

Sea:u = rg2x,du = 2sec 2 2xdx , Luego: 

= ~ J(í"g2x) 4 2sec 2 2xdx + -^ j"(rg2x) 6 2sec 2 2xdx = j"w 4 dw + -^-j"w 6 dw 

lu 5 lu 1 rg 5 2x rg 7 2x 

= + + c = — + — + c 

2 5 2 7 10 14 



3.38.- j" s e n 8x s e n 3xdx 



Considerando: senasen/? = [cos(a -fi)- cos(a + /?)] 

Luego:sen8xsen3x = ^(cos5x-cosllx) ; Se tiene: 

1 t Ir Ir ... sen5x senllx 

= — (cos5x-cosllx)dx= — cos5xdx — cosllxdx = he 

2 J 2 J 2 J 10 22 

3.39.- j" eos 4x cos 5 xdx 

Considerando: eos a eos /? = ^ [cos(a - /?) + cos(a + /?)] 



Luego: eos 4xcos 5x = ^(cos(-x) + eos 9x) ; 
Como:cos(-x) = cosx =^> -^(cosx + cos9x) ; entonces: 

Jcos 4xcos5x<ix = J(cosx + cos9x)<¿x = ijcosx<ix + ^-Jcos9x<¿x 

senx sen9x 

= + + c 

2 18 

3.40.- j" s e n 2xcos 3 xdx 

Considerando: sena eos ¡5 = [s e n(a -/3) + se n(a + /?)] 

Luego : s e n 2x eos 3x = ^ [s e n(-x) + s e n 5x] 

Como:sen(-x) = -senx => -^-(-senx + sen5x) ; entonces: 

[sen 2xcos3x¿/x = — [(-senx + sen5x)dx = - — [senxdx + — [sen5xdx 
J 2 ^ 2 ^ 2 

1 1 

= — cosx cos5x + c 

2 10 



TgX 



3.41,jí^Lx = jf¿l =J 



sen x 



seni 



dx = Jcosec xdx = Jcosec 2 xcosec 2 xdx 



(1 + co x) eos ec x<¿x = I eos ec xdx + I co rg x eos ec xdx 
Sea:w = coz gx,du = -cosec 2 xdx 

Luego : J eos ec 2 xdx - ^u 2 du = -corgx-^- + c = -co zgx 

o »n r cos3 x , f eos 3 X 1 , P 3 

3.42.- j—dx = ; dx = \corg xcos ecxdx 

Je^nT J sen x sen x J 



co rg 3 x 



+ c 



= j" (co rg 2 x) co Tgx cos ecxdx = j" (cos ec 2 x - 1) co zgx cos ecxdx = 

= j cos ec 2 x co zgx cos ecxdx - j" co rgx cos ecxdx 

Sea: w = eos ecx, du = - cos eexeo tgxdx 

. r ? , r , w 3 cosec 3 x 

Luego:-J u aw + J aw = - — + u + c = h eos ecx + c 

3.43.- J cos ec 4 3x<ix = j" (cos ec 2 3x) cos ec 2 3xdx = j" (1 + co rg 2 3x) cos ec 2 3x)dx 
= | cos ec 2 3xdx + 1 co rg 2 3x cos ec 2 3xdx 
Sea:w = corg3x,du = -3cosec 2 3xdx 

. r , 1 r 2 , 1 -,13 cor#3x cor? 3 3x 
Luego: cosec 3xax — \ u du = — cor#3x — u +c = he 



3A4.-\(Tg 3 j + Tg 4 i)dx = \Tg 3 idx + \Tg 4 idx = \(Tg 2 i)Tgidx + \(Tg 2 i)Tg 2 idx 

= j" (sec 2 f - \)rg f dx + j" (sec 2 f - l)rg 2 f dx 

= j"sec 2 f rgf dx- j"rgf dx + j"(sec 2 f)rg 2 jdx-jrg 2 fdx 

= I sec 2 frg-fdx-jVgfdx + j (sec 2 f )rg 2 f dx - j (sec 2 f - \)dx 

= Jsec 2 f rgf dx- JVgf dx + j"(sec 2 f)rg 2 fdx-j sec 2 f dx + j"dx 

o 1 2 

Sea:w = rgf ,dw = — sec fdx 

Luego : 3 j" wdw - j" f dx + 3 j" w 2 dw - j sec 2 f dx + j dx 

3 • 3 

= — i/ 2 -3^77|secf| + w 3 -3rg| + x + c = — rg 2 f -3^^|secf| + r^ 3 f -3rgf + x + c 

3.45. - j" co 3 fdx = j" (co rg 2 f ) co rg f dx = j" (eos ec 2 f - 1) co rg f dx 

= j"cosec 2 f corgf dx-j"corgf dx; Sea:w = cosecf ,dw = --^cosecf corgf dx 

Luego : -3 J (eos ec f )(- eos ec f co rg f )dx - j" co rg f dx = -3 j" wdw - j" co r g f dx 

-3w 2 i i -3cosec 2 f „„ , , 
= — 3« 7 |s e n -f | + c = 1 -3tr/\senf\ + c 

3.46. -j"corg 4 fdx = j"(corg 2 f)corg 2 f dx = j"(cos ec 2 f -l)corg 2 f dx 

\ 2 2 K 2 K 2 2^2 

= lcosec feorg fdx-lcorg fdx=lcosec feorg fdx-l(cosec f-l)dx 
= Jcos ec 2 feo rg 2 f dx-Jcos ec 2 fdx + jdx 

Seaiw = corgf,du = -^cosec 2 fdx 

Luego: -éju 2 du - J eos ec 2 f dx + j"dx = -2w 3 + 6co rgf + x + c 
= -2co rg 3 f + 6co rg-f + x + c 

3.47. - ; Como:sen 2 x + cos 2 x = l, 

J sen xcosx 

, p sen 2 x + cos 2 x , r dx reos xdx 

Luego:! dx=\ - 3 +1 — 

J sen xcosx J sen xcosx •> sen x 

p sen 2 x + cos 2 x . <■ eos xdx r dx reos xdx pcosxdx 

= I 3 dx+ \ — = I +1 — +1 — 

J sen xcosx J sen x J sen xcosx J sen x J sen x 



í — + [ (s e n x) 3 eos xdx + [ (s e n x) 5 eos xdx 



sen xcosx 



= í — + \( senx ) 3 cosxdx + J(senx) 5 cosxdx 



sen 2x 



2 

= 2j eos ec2xdx + j" (s e n x)~ 3 eos xdx + j" (s e n x) 5 eos xdx (*) 



Sea: u = sen x,du = eos xdx , Luego: 

(*) = 2¡cosec2xdx+ \u~ 3 du + \u~ 5 du = í r¡ Icos ec2x-corg2x| ^— ~r + c 

J J J ' 2u Au 



„ i ^ i 1 1 

= ir¡ eos ecix - co rg 2x\ -, — l- c 

2sen x 4sen x 

. i _ _ i cosec 2 x cosec 4 x 

= £n eos ec2x - co rg 2x\ h c 

1 1 2 4 



« >■» r cos * , r eos x 1 , r 2 4 , 

3.48.- ¡r~" x = 5 = co T S xcos ec x " x 

J sen x J sen x sen x J 

co rg x(cos ec x) cos ec xdx = I co rg x(l + co rg x) cos ec xdx 
= j" co 2 x cos ec 2 xdx + j" co rg 4 x cos ec 2 x¿/x 
Sea:w = cor gx,du = -cosec 2 xdx , 



. r , ,» , U 3 U COTg^X COTg 5 X 

Luego: -J u du-ju du = + c = - - — + c 



3 5 3 5 



„ . n r dx psen 2 + cos 2 x, r dx r dx 

3.49. - - 2 — =1 - 2 ^i x =\^^ + \ 

J sen xcos x J sen xcos x •> cos x J sen xcos x 

= [sec 4 xdx + [ — = [sec 4 xdx + [ ^ = [ sec 4 xdx + 4 [ — ^ — 

J J (senxcosx) 2 J J sen2x 2 J J sen 2 2x 

2 

= j" sec 4 xdx + 4j cos ec 2 2xdx = J sec 2 x sec 2 xdx + 4j" cos ec 2 2xdx 

= j" (1 + rg 2 x) sec 2 xdx + 4j cos ec 2 2xdx = j" sec 2 xdx + j" 2 x sec 2 xdx + 4j" cos ec 2 2xdx 

Sea: w = rgx, du = sec 2 xdx , 

u 3 

Luego: J sec 2 xdx + j"w 2 dw + 4j"cosec 2 2xdx = rgx + — -2corg2x + c 

T £ 3 X 

= Tgx-\ — 2corg2x + c 

3.50. - [ — -g- — = [sec 6 4xdx = [(sec 2 4x) 2 sec 2 4xdx = [(l + rg 2 4x) 2 sec 2 4xdx 

J cos 4x J J J 

= j"(l + 2rg 2 4x + rg 4 4x) sec 2 4xdx 

= Jsec 2 4xdx + 2j"(rg4x) 2 sec 2 4xdx + j"(rg4x) 4 sec 2 4xdx 

Sea:w = rg4x,dw = 4sec 2 4xdx, Luego: 

¡sec 2 4xdx + -{u 2 du + -{u 4 du = T8 ^ X + -— +—— + c = T8 ^ X + T§ 4x + Tg 4x + c 
J 2 J 4 J 4 2 3 4 5 4 6 20 

„ _ . p cos 3 x , r eos 3 x(l + s e n x) , pcos^ x(l + senx) 

3.51 . - dx = '-dx = 

J l-senx J 1-sen x J posx 



-dx 



Jcos x(l + senx)dx = j" cos xdx + j"cosxsenxdx = j"cosxdx + — j"sen2xdx 



1 

= senx — cos2x + c 
4 

3.52. - Jcos 3 fdx = j"(cos 2 f) cosydx = j"(l-sen 2 f) cosfdx 
= JcosyJx- Jsen 2 fcosj-dx 

Sea\u = senf, du = ^ eos fdx 

Luego: = jcosf dx -7 ju 2 du =7 sen y — — + c = 7senf-—sen 3 f + c 

3.53. - j" s e n 5 f ¿/x = j" (s e n 2 f) 2 s e n f dx = j" (1 - eos 2 f) 2 s e n f dx 

= J(l-2cos 2 f + cos 4 f)senf dx = Jsenf dx-2j"cos 2 f sen fdx + j" eos 4 f sen fdx 

Sea:« = cosf ,du = --^-senfdx , Luego: 

= Jsen fdx + 4j" u 2 du -2j" w 4 dw = -2 cosf + ^ — ^-+c 

4cos 3 f 2cos 5 f 

= -2cosf + - + c 

2 3_ 5 

3.54. - j" Vi -eos xdx 

Considerando: s e n 2 a = 1 - cos2g , y 2« = x 

2 

j eos 2x 

Se tiene:sen 2 f = ; además:l-cosx = 2sen 2 f 



Luego: j"^2sen 2 fdx = V^Jsenfdx = -l^flcosf + c 

dx r 4 , r , 9,9, rf 1-cos 



3.55. - J 4t = J s e n 4 fdx = J (s e n 2 f ) 2 dx = J ^ C ° S 3 j dx 

1 111 

= — j" (1 - 2 eos -y + eos 2 ^f) <¿x = — j" dx - — j" eos dx + — j" eos 2 ^ dx 

= — ¡dx-— fcos%á?x + — f ^ + C ° S 3 dx = — {dx-— feos^f dx + - f(l + cos4f)dx 
4 J 2 J 4 J 2 4 J 2 J 8 J 

= — fdx- — f eos ^rdx + — í dx + — ícos^f dx = — fdx- — [ cos 2 fdx + — f cos^f dx 
4 J 2 J 3 8 J 8 J 3 8 J 2 J 3 8 J 3 

3 13 , 1 3 , 3 3sen^f 3sen^f 

= -x sen^f + — sen4f + c = —x — + — + c 

8 22 3 84 3 8 4 32 

3.56. - Js en 3 feos 5 fdx = j"senfsen 2 feos 5 f dx = j"s en f (1-cos 2 f)cos 5 fdx 
= j"s en feos 5 f dx- Jcos 7 f senf dx 

Sea:w = cosf ,du = -—sen fdx 

2 2 2 



Luego: -2ju 5 du + 2ju 7 du = 



2u 6 2u % u 6 u & cos 6 f cos 8 f 

+ + c = + — + c = -+ - 

6 8 3 4 3 4 

3.57. - j" s e n 2 xcos 2 xdx = j" (s e nxcos x) 2 dx = j" |^ sg " 2x j x - i_ j s e n 2 2xJx 

= — f- — C ° S ^ X d x = — í (1 - eos 4x)dx = — \dx-- fcos4xdx = — -— sen4x + c 
4 J 2 8 J 8 J 8 J 8 32 

3.58. - j"sen 4 xcos 2 x<¿x = j"(sen 2 xcos 2 x)sen 2 xdx = j" (se nxcos x) 2 sen 2 xdx 

t( sen2xYf 1-cos2xV lp f l-cos2x^ , 

= \dx = — s e n 2x ax 

J l 2 A 2 J 4J l 2 J 

= — ("sen 2 2xdx- — ("sen 2 2xcos2xdx = — f- — C ° S ^ "d x - — ("sen 2 2xcos2x¿/x 
8 J 8 J 8 J 2 8 J 

= — [dx-— ícos4xdx-- ("sen 2 2xcos2xdx(*) 
16 J 16 J 8 J 

Sea:w = sen2x, du = 2cos2xrfx , luego: 

(*) = — ¡dx-— ícos4x<¿x-— \u 2 du = — x-— sen4x- — — + c 
16 J 16 J 16 J 16 64 16 3 

1 sen4x sen 3 2x 

= X hC 

16 64 48 

1 - eos 2x 

3.59. - f- — C ° S ^ "d x = f- - d x = f s g n x j x _ [ T g 2 xdx= í(sec 2 x-\)dx 

J l + cos2x J l + cos2x J cos 2 x J J 

2 

= Jsec 2 xdx-jdx = rgx-x + c 

3 

3.60. - | , d x- [(sen x)^ eos 3 xdx = f (sen x) ^ eos 2 x eos xdx 

J Vsenx J J 

= I (s e n x) A (1 - s e n 2 x) eos xdx = j" (s e n x) A eos xdx - j" s e n^ x eos xdx(*) 
Sea: w = senx,dw = cosxdx , luego: 

(*) = ju^du-ju^du = 2u A _ 2 ^ sgn x +c 

3.61 . - j"sen 3 2xdx = j"sen 2 2xsen2xdx = j"(l-cos 2 2x)sen2xdx 

= j"sen2xdx- Jcos 2 2xsen2xdx(*) 

Sea:w = cos2x, du = -2sen2xdx, luego: 

, s r „ 1 r« 2 , 1 , 1m 3 1 w 3 

(*) = sen2x + — — a w = — cos2x + + c = — cos2x + — + c 

J 2 J 2 2 2 3 2 6 

1 „ (eos 3 2x) 

= — eos 2xH he 

2 6 



3.62.- j"sen 2 2x eos 2 2xdx = j 



1 - eos 4x 



1 + eos 4x 



dx - — í (1 - eos 2 4x)dx 

A J 



= — ¡dx-— ¡eos 2 4xdx = — ¡ dx-—¡\ ^ + cos ^ x dx = — ¡dx-- [ (1 + eos 8x)dx 

A i A i Ai AÍ\ O Ai Q J 



= — ¡dx-— ¡dx-— [cosSxdx = — [ dx-— [cosSxdx = — - 
di «J rJ sJ rJ 8 



8- 

x s e n 8x 



3.63.- J eos 4 xdx = j"(cos 2 xf dx = j" 



8- 

1 + eos 2x 



1 r , 

<¿x = — (1 + eos 2x) Jx 



= — [dx + — [cos2xdx + 
4 J 2 J 8 

3 1,1 

= -x +— sen2x + — sen4x + c 
8 4 32 



8 
_1_ 
4 

= ^- J(l + 2cos2x + cos 2 x)dx = ^-J<¿x + ^-Jcos2x<ix + ^-Jcos 2 2x<¿x 
= -^-j"¿/x + ^-j'cos 2x¿/x + ^-j| ^ + C " S ^ X |jx = ^-J<¿x + ^Jcos 2xdx + ^j"(l + cos4x)<ix 
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- + c 



- [dx + - [ 
8 J 8 J 



eos 4xdx - 



- [ dx + — [ cos2xdx + — f cos4xdx 
J 9J 8 J 



3.64. - j"rg 4 xsec 2 xdx 
Sea: w = rgx, du = sec 2 xdx 

, f 4 , u rg 5 x 

Luego: J u du = — + c =^— + c 

3.65. - jVg 3 xsec xdx = j rg 2 xrgx sec xdx = j (sec 2 x-Y)rgx sec xdx 
= I (sec 2 x)rgx sec xdx - j" r gx sec xdx 

Sea: u = sec x, du = sec xzgxdx 

, r 2 , r , sec;3 x 
Luego:Jw du-jdu = —-u + c = — secx + c 

3.66. - j" sec 6 aOdO = Jsec 4 a6 sec 2 aOdO = J(sec 2 aO) 2 sec 2 aé>¿/6> 
= j" (1 + rg 2 a#) 2 sec 2 aOdO = j" (1 + 2rg 2 a<9 + rg 4 a#) sec 2 a9d9 

= Jsec 2 a6d6 + 2j" zg 2 a6 sec 2 aOdO + j" zg 4 a6 sec 2 aOdO 
Sea:u = rga0,du = asec 2 aOdO , Luego: 

— [ du + — [u 2 du + — \u 4 du = — 



1 


2u 3 


5 

U 


1 




u H 


+ 


+ c = — 


a 


3 


5 


a 



. 2rg 3 aé> rg 5 aé> 
rga6> + — - + — 



+ c 



3.67.- j" sec xdx = j" 



sec x(rgx + sec x)dx r sec xxgx + sec 2 x 



1- 



-<¿x 



rgx + sec x J rgx + sec x 
Sea: w = sec x + rgx, du = (sec xrgx + sec 2 x)dx 

Luego: J— = ^7|w| + c = ^7|secx + rgx| + c 



3.68.- j" co rg 2 2x eos ec 2 2xdx 
Sea:M = co rg2x,du = -2cosec 2 2xdx 

1 r 2 , u 3 corg 3 2x 
Luego: — u du = + c = + < 



„ „ rsen x , ¡ sen xsenxax r 
3.69.- — tzx = = 

J eos x J eos x 

Sea'.u = cosx, du = -senxdx , 



6 

sen 2 xsenxdx r (1-cos 2 x)senxdx r senxdx 



eos x 



-P 



eos x 



• j" s e n xdx 



Luego: -íw 2 ¿/w -[sen xdx = — + eos x + c= — - — h eos x + c = sec x + eos x + c 

J J W COSX 

3.70.- Jsec 4 3xrg3xdx = Jsec 3 3x(sec3xz-g3x)dx 
Sea:w = sec3x,¿/M = 3sec3xrg3x<ix 

1 1 4 4 

, 1 f 3 , 1m w 
Luego:- u du = + c = — + c = 



sec 4 3x 



3 J 3 4 12 12 

3.71 .- Jsec" xrgxdx = Jsec" -1 x(sec xzgx)dx 
Sea: w = sec x, du = sec xrgxdx , Luego: 
sec x 



- + c 



fw" l du = — 



+ C : 



■ + c,(n^0) 



J sen x 



•eos xcosx 



sen x 



<ix = | 



(1-sen 2 x) cosx 



r eos xdx r 
dx=\ I 



sen x 



eos xdx 



sen x 



•senx + c 



senx 



3.73.-J^ = J 

J sen x J 



sen 2 x + cos 2 x 



= Jcos ec 2 xdx + j" 



sen x 
eos 2 x dx 
sen 2 x sen 2 x 



r dx r cos z x , 

-dx = — h — dx 

J sen x J sen x 



= Jcos ec 2 xdx + j" cor g 2 x eos ec 2 xdx 



-COTgX- — COTg x + c 



3.74. - j"rg"xsec 2 xdx;(rc * -1) 
Sea: u = zgx, du = sec 2 xdx 

Luego: \udu=- — + c = — — -+c,(n*-l) 
J n+1 n+í 

3.75. - j" s e n 6 xdx = j" (s e n 2 x) 3 dx = j" 
= ^ | (1 - 3 eos 2x + 3 eos 2 2x - eos 3 2x)dx 

= — dx - 3 j eos 2xdx + 3 j" eos 2 2xdx - j" eos 3 2xdx 



l-2cos2x^ 



dx 



5x senlx 3sen4x sen 3 2x 

- + + + c 



16 4 64 48 

3.76.- j" s e n 4 axdx = j" (s e n 2 ax) 2 dx = ^j(l- eos 2ax) 2 dx 

= j"(l-2cos2ax + cos 2 2ax)dx = ^ Jdx-^ Jcos2axdx + -^- Jcos 2 2axdx 



1 1 ^ 1,1 1 , N 3 1 1 

= — x sen2ax + — (— xH sen4ax) + c = —x sen2ax-\ sen4ax + c 

4 4a 4 2 8a 8 4a 32a 



3.77. - ("sen" x eos xdx = i£5 — — + c,(n ^ -1) 

J n + l 

3.78. - Jco Tg n axdx = j"corg"~ 2 axco zg 2 axdx = Jcorg"~ 2 ax(cosec 2 ax-l)dx 

f «-2 2 , f «-2 , 1 corg" _1 ax p „_ 2 , 

= co ax eos ec axax - co rg axdx = co rg axdx 

J J a n-l J 

3.79. - Jcorg 4 3x<¿x , Haciendo uso del ejercicio anterior: 

corg 3 3x r 2 corg 3 3x r 2 ... 

= 2 I co rg 3xax = - I (eos ec 3x - \)dx 

3x3 9 

corg 3 3x r 2o , r , corg 3 3x r 2o , r , 
= J eos ec 3x<ix + J dx = J eos ec 3xdx + J dx 

corg 3 3x corg3x 



- + — + X + C 



9 3 

3.80. - ("cosx" sen xdx = - CX)S — - + c;(n * -1) 

J n + l 

3.81 . - jrg"xdx = j r g"' 2 xt g 2 xdx = j"rg"~ 2 x(sec 2 x-\)dx 
= j"rg"~ 2 xsec 2 xdx-^tg n ~ 2 xdx = — — p- ^rg"~ 2 xdx 

3.82. - J rg 4 xdx = _ J r ^ 2 X£ / x = I¿£ _ J ( S ec 2 x - l)dx 

rp 3 i r 2 r í "<? 3 -* : 
= — J sec xdx-jdx = — rgx + x + c 

3.83. - J cos 2n+1 xdx = j" eos 2 " x eos xdx = j" (eos 2 x) n eos xdx = j" (1 - s e n 2 x)" eos x¿/x 

Sea:n = senx,¿/n = cosxdx.EI resultado se obtiene, evaluando (1-n 2 )" por la 
fórmula del binomio de Newton y calculando cada sumando, cuyas integrales son 
del tipo: ju"du . 

Las fórmulas provenientes de los ejercicios 3.78 y 3.81 , se denominan fórmulas 
de reducción y su utilidad es obvia. Más adelante, en otros capítulos, usted 
deducirá nuevas fórmulas de reducción. 
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CAPITULO 4 



INTEGRACION POR PARTES 

Existe una variedad de integrales que se pueden desarrollar, usando la 



El problema es elegir uydv, por lo cual es útil la siguiente identificación: 

I: Función trigonométrica inversa. 

L: Función logarítmica. 

A: Función algebraica. 

T: Función trigonométrica. 

E: Función exponencial. 

Se usa de la manera siguiente: 



relación: udv = uv-\ vdu . 



EJERCICIOS DESARROLLADOS 



4.1. -Encontrar: xcosxdx 



Solución.- I L AT E 

4 4 



X cosx 



U = X 



dv = eos xdx 



du = dx 



v = sen x 




xcos xdx = xsenx- \ sen xdx =xs e n x + eos x + c 



u = x dv = sec 2 3xdx 



du = dx v = \rg3x 





3 3 J 3 9 ' 

xx q3x 1 
xsec xdx = £n\sec3x\ + c 



J 3 9 

4.3.-Encontrar: J x 2 s en xdx 

Solución.- I L AT E 



4 4 

x 2 senx 
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u = x 2 dv = senxdx 

du = 2xdx v = -cosx 

:. jx 2 senxdx = -x 2 cosx + ljxcosxdx, integrando por partes la segunda integral: 

r , u = x dv = eos xdx 

xcosxdx ; 

J du = dx v = s e n x 

:. j" x 2 senxdx = -x 2 cosx + 2 xsenx- JsenxdxJ = -x 2 cosx + 2xsenx + 2cosx + c 
Respuesta: jx 2 sen xdx = -x 2 eos x + 2xsenx + 2 eos x + c 

4.4.-Encontrar : J (x 2 + 5x + 6) eos 2xdx 

Solución.- 1 L A T E 

4 \ 

x 2 +5x + 6 eos 2x 

2 rfv = eos 2x¿/x 

« = x +5x + 6 

du = (2x + 5)dx v = —sen2x 

c, 2 - ^ ^ , (x 2 +5x + 6) _ 1 r _ N - , 
.". J (x +5x + 6)cos2xax = sen2x-— J (2x + 5)sen2xax 

Integrando por partes la segunda integral: 
ILATE 

/ \ 
2x + 5 s e n 2x 

dv = sen2xdx 

u = 2x + 5 

1 

du = 2dx v- — cos2x 
2 

.'. J(x 2 +5x + 6)cos2x<ix = ^sen2x(x 2 +5x + 6)-^ (2x + 5)(-j^cos2x) + Jcos2x<¿xJ 

1 1 r 

sen2x +— cos2x(2x + 5) — J cos2x<¿x 



x 2 +5x + 6 



2 

x 2 +5x + 6 „ 2x + 5 „ 1 

- s e n 2x H eos 2x — sen2x + c 



2 4 4 

■i * r, 2 ^ ^ ~ , x 2 +5x + 6 . 2x + 5 . 1 
Respuesta: J (x + 5x + 6)cos2xax = sen2x-l — cos2x-— sen2x + c 

Nota.-Ya se habrá dado cuenta el lector, que la elección conveniente para el u y el 
dv, dependerá de la ubicación de los términos funcionales en la palabra ILATE. El 
de la izquierda corresponde al u , y el otro será el dv. 
4.5.-Encontrar: ^Irjxdx 

Solución.- ILATE 

i i 
irjx 1 
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\ + c 



u = lr¡x 

dv = Idx 

dx 

du = — v = x 
x 

:. jirjxdx = xlr¡x- jdx = xlrjx-x + c = x(£rjx-Y) + c 
Respuesta: ^irjxdx = x(£tjx-1)- 
4.6.-Encontrar: ^lr¡{a 2 +x 2 )dx 

Solución.- 1 L A T E 

4 \ 

£?](a 2 + x 2 ) 1 

U = ÍTjX 

dx 



du = 



dv = \dx 

V = X 



r\ 2 i 

:. \tr/(a 2 + x 2 )dx = xi?](a+x 2 )-\ * * = xtr/(a 2 + x 2 )- J(2 



2a 2 

— T*dx 

x +a 



= xír¡{a + x 2 )-2¡dx + 2a 2 [ f X = xf,T]{a 2 + x 2 )-2x + -^ 7 -wcrg^ + c 
J J x +a p. 

= xl r/(a 2 + x 2 ) - 2x + 2a are rg j¡ + c 

Respuesta: ^£rj(a 2 +x 2 )dx = x£i]{a 2 + x 2 )-2x + 2aarcrgf +c 
4.7.-Encontrar: j£rj xWx 2 -1 



dx 



Solución.- 1 L A T E 

:C + 4x 2 -1 



£rj 



1 



dv = ldx 

V = X 



u — £tj 



x + 



>/x^T 



1+ 



Vx 7 ^! 



dw = , d => dw 

x + Vx 2 -1 



Vx 2 ^! 



X + a/x 2 -1 



dx = x£r¡ 



x + 



-dx =^> ¿/m 



dx 



Vx 2 ^! 



Vx^T 



Sea : w = x 2 + 1, dw = 2xdx . 

Luego: x^ x + Vx 2 -l|--j"(x 2 -l)^2xdx = x^ x + Vx 2 -l|--jV^dw 



= x£r¡ 



x + 



Vx 2 ^! 



2 K 



■ + c = x^7 



x + Vx 2 -1 -w^ +c = xlr/ \x+ Vx 2 -1 -Vx 2 -l + c 



Respuesta: J £ 77 x + a/x 2 -1 



dx = x£r¡ 



X + \lx 2 -1 -Vx 2 -1 + C 
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4.8.-Encontrar: ^lr¡ 2 xdx 

Solución.- 1 L A T E 

4 4 

tr/ 2 x 1 
u = £r/ 2 x 



dv = Idx 



du = 2£r/x — dx v = x 
x 



:. j" £ rfxdx = xlrfx -2^ £r¡x— xdx = xl rfx - 2j" £ rjxdx 

Por ejercicio 4.5, se tiene: ^Irjxdx = x(£rjx-l) + c 
Luego: J Ir/ 2 xdx = xlr/ 2 x-2[x(lr/x-Y) + c] = xlrfx- 2x(l tjx-Y) + c 
Respuesta : J £ rfxdx = xlrfx- 2x(l rjx-Y) + c 
4.9.-Encontrar : J are rgxdx 



ve 

Solución.- 1 L A T E 

4 4 

are rgx 1 

u = are rgx 

, dv = Xdx 
, ax 

du = v = x 



1 + x 2 



.". í are xgxdx = x are rgx - í — 
Sea: w = 1 + x 2 , ¿/w = 2xJx 



xdx 



x 2 



1 r 2x¿/x 1 p dw 1 . , 
Luego: xarcrgx — I j = xarcrgx — I — = xarcrgx — lr¡\ 

2 1 i x 2 2 



w+c 



: x are rgx - ^l r¡ |l + x 2 1 + c 



Respuesta : j" are rgxdx = x are rgx - — ^ 77 |l + x 2 1 + < 



4.1 0.- 1 x 2 are xgxdx 

Solución.- 1 L A T E 

4 4 



are rgx x 2 

k = are rgx dv = x 2 dx 
dx r 3 

du = 



i + x 2 v =y 



r 2 lpxJxx 1 r, * x , 

.'. x arcrgxax = — arcrgx — - = — arcrgx — (x )dx 

J 3 3 J l + x 2 3 3 J x 2 + l 



= — arcrgx- — \xdx-— — dx 
3 3 J 3 J x +1 

Por ejercicio 4.9, se tiene: f xdx = }_£„\ x 2 +i\ + c 

x 3 Ir 1 x 3 x 2 1 i 1 

Luego: — arcrgx — \xdx + — ir¡ x 2 + 1 \ + c = — arcrgx + — tr¡ x 2 + 1 \ + c 

3 3 J 6 1 1 3 6 6 1 1 

x 3 x 2 1 

Respuesta : j" x 2 are rgxdx = — are rgx - — + — l r¡ |x 2 + 1| + c 

4.1 1 .-Encontrar: Jare eos 2xdx 

Solución.- 1 L A T E 

are eos 2x 1 
u = are eos 2x 

dv = Xdx 

2dx 

du - -, v = x 

VI -4x 2 

.'. f arceos 2xdx- x arceos 2x+ 2 f 

J J vT^íx 7 

Sea: w = 1 - 4x 2 , = -8xdx 

, 2 r -8x<¿x _ Ir i/ , _ 1 

Luego: xarccos2x — ¡ = xarccos2x — w /2 dw =xarccos2x ry + c 

S^vT^x 7 4J 4|/ 

1 / r 

= xarccos2x — VI- 4x +c 
2 

Respuesta: Jare eos 2xdx = xarccos2x--^-Vl-4x 2 +c 

„ _ _ _ parcsenVx , 
4.12.-Encontrar: = — Jx 

J Vx 
Solución.- 1 L A T E 

4 \ 

are s e n Vx 1 

¿1 = are sen Vx , -u , 

av = x /2 dx 

l dx r 
du=—¡=^=—j= v = 2Vx 
VI -x sJX 



:. íarcsenVxx^(¿x = 2VxarcsenVx- f— ^ = 

J J VíT^ 

Sea: w-\-x, dw - -dx 

Luego: 2Vx are s e n Vx + j" ^ X = 2-Jx arcsenVx + Jw ^dw 
= 2Vx arcsenVx + 2w^ + c = 2 Vx are s e n Vx + 2 Vi - x + c 



81 



arcsenVx . /— ¡— _ r 

-p= ax = 2Vx arcsen Vx + 2vl-x + c 



_ p ares e 11 

Respuesta: r 

J Vx 

4.1 3.-Encontrar : j" x ares e n 2x 2 dx 

Solución.- 1 L A T E 

4 \ 

are s e n 2x 2 x 
w = are sen 2x 2 dv = xdx 

, 4xdx x 2 
du = , v = 



Vl-4x 4 2 

.■. fxarcsgn2x 2 <¿x = — arcsgn2x 2 -2Í 
J 2 J VT4x 



Sea: w = l-4x 4 ,¿/w = -I6x 3 dx 

2 



Luego:— arcsen2x 2 +— í-^4==^ = — arcs en2x 2 +- ívv^Jvv 
2 16 J 2 8J 



X 2 _ 2 1 X 2 _ 2 1 1/ 

= — arcsen2x + — tt + c = — arcsen2x + — w /2 +c 
2 8 1/2 4 

72 

= — arcsen2x 2 + — Vl-4x 4 +c 
2 4 

r x 2 1 / 

Respuesta: J xarcsen2x 2 Jx =—arcsen2x 2 +-Vl-4x 4 +c 

4.14.-Encontrar: Jxe^Jx 

bea: w = — , dw = — 

a a 

Luego: \xe / "dx = a 2 \^ L e /a — = a 2 \we w dw, integrando por partes se tiene 
J J a a J 

Solución.- 1 L A T E 

4 4 

w e 
u = w dv = e w dw 

du = dw v _ e w 

.-. a 2 J we w dw = a 2 (we w -\ e w dw) = a 2 ( we w - e' + c) = a 2 (we n -e w ) + c 

= a 2 \ —e /a -e /a \ + c = a 2 e /a (—-\) + c 
la J a 



Respuesta: \xe /a dx = a 2 e / "{ — l) + c 

4.15.-Encontrar: JxV 3x Jx 

Solución.- 1 L A T E 



4 4 

x 2 e~ 3x 



u = x 

du = 2xdx 



dv = e x dx 
1 

v = — e 
3 



3x 



r 1 2 r 

.-. x 2 e~ 3x dx = — xV 3x +- xe~ 3x dx, integrando por partes la segunda integral: 

J ^ ^ J 



I L A T E 

4 4 



a = x 
du = dx 



dv = e 3x dx 

1 -3x 

v = — e 
3 



.-. j"xV 3x dx = --xV 3x + 



2 
3 

2 -3, 



1 -3x 1 

— xe +- 
3 3 



xV 3x 2 3x 2 

xe +- 

3 9 9 



jV 3x ¿/x 



xV 3x 2 _ 3jt 

xe e +c 

3 9 27 



2 2 2 
x +— x+— 



+ c 



Respuesta: jVe 3x dx = — 

4.16.-Encontrar: JxV x Jx 

Solución.- j x 3 e~ x ~dx = j x 2 e~ xl xdx 

Sea: w = -x 2 ,dw = -2xdx , además: x 2 =-w 

Luego: \x 2 e~ x \dx = --\x 2 e~ x \(-2x(h)=--\-we w dw = -\we w dw , integrando por 
J 2 ^ 2 ^ 2 ^ 

Partes se tiene: 

I L A T E 

4 4 



w e 

W = W 

du = dw 



dv = e w dw 
v = e w 



:. — f we w dw = — ( we w - [ e w dw) = —we w -—¡ e w dw = —we w -—e w + c 



2 

.2 



1 2 -x 2 1 -x 2 1 

= — xe -—e +c = — e (x +l) + c 

2 2 2 

1 



x 3 e x "¿/x = -—e x '(x 2 +l) + c 
2 



Respuesta: J 

4.1 7.-Encontrar : J (x 2 - 2x + 5)e~ x dx 

Solución.- 1 L A T E 

4 4 
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1 -2x + 5 

,2 



X 

u = x 2 —2x + 5 



dv = e x dx 
v = -e~ x 



du = (2x-2)dx 

:. j(x 2 -2x + 5)e ~ x dx = -e~ x (x 2 -2x + 5) + j(2x-2)e~ x dx , integrando por partes la 

segunda integral: 
I L A T E 

i i 

2x-2 e~ x 

u = 2x — 2 dv = e~ x dx 
du = 2dx v = -e~ x 
:. j" (x 2 - 2x + 5)e ~ x dx = -e x (x 2 - 2x + 5) + -e x (2x - 2) + 2 j" e x dx 

= —e~ x (x 2 —2x + 5) — e~ x (2x — 2) + 2^e x dx = —e~ x (x 2 — 2x + 5) — e~ x (2x — 2) — 2e~ x +c 

= -e~ x (x 2 ^2x + 5 >2x ^2<í ) + c = -e % (x 2 + 5) + c 
Respuesta: j" (x 2 -2x + 5)e~ x dx = -e~ x (x 2 + 5) + c 

4.18.-Encontrar: Je" cosbxdx 

Solución.- 1 L A T E 

/ 4 
eos bx e ax 

dv = e ax dx 



u = eos bx 
du = -b s e n bxdx 



v = -e 
a 



:. [ e ax eos bxdx = e cosbx + ^_( e «* sen ^ x ¿ x ¡ Nótese que la segunda integral es 

semejante a la primera, salvo en la parte trigonométrica; integrando por partes la 
segunda integral: 

i late" 

/ i 



senbx e ax 

u= senbx 
du =b cosbxdx 



dv = e ax dx 
a 



cosbx b 

+ — 

a a 



^ e ax senbx b r .„ , , A 

\e eos bxdx 

a a J 



e m cosbx be ax senbx b 2 r , , . , , . 

+ \e cosbxdx, Nótese que: 

a J 



a 



a 



e ax cosbx be ax senbx b 2 r ax . . . . 

+ z- \e cosbxdx, la integral a encontrar 

a a a J 

aparece con coeficiente 1 en el primer miembro, y en el segundo con coeficiente: 



j" e ax eos bxdx = 
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b 2 

— T . Transponiendo éste término al primer miembro y dividiendo por el nuevo 

a 



... . b 2 a+b 2 
coeficiente: 1 + —r = — - — 

a a 



se tiene: 



a+b 



Ue ax eos bxdx = 



ae ax eos bx + be ax senbx 



- + c 



ae ax eos bx + be ax senbx 



r ar , . oT e ax (acosbx + bsenbx) 
I e eos ¿x<ix = ? — ^ + c = 5 5 + c 



r 2 



a +b 



a 2 +b 2 



e ax (a cosbx + bsenbx) 



a+b 2 



+ c 



Respuesta: jV x eos bxdx = 

4.1 9. -Encontrar: J e x eos 2x<ix 

Solución.- Este ejercicio es un caso particular del ejercicio anterior, donde:a = ly 
b = 2. Invitamos al lector, resolverlo por partes, aún cuando la respuesta es 
inmediata. 

_ r , „ , e l (cos2x + 2sen2x) 
Respuesta: J e eos 2xdx = — — 

4.20. -Encontrar : je ax sen bxdx 

Solución.- 1 L A T E 

/ i 
senbx e 1 " 

dv = e ax dx 



- + c 



u = senbx 
du =b eos bxdx 



1 a 

v = —e 
a 



Í e - sen bx b c 
e" x senbxdx = \e ax cosbxdx , integrando por partes la segunda 
a a J 

integral: 
I L A T E 

/ i 
cosbx e ax 



u = cosbx 

du = -b s e n bxdx 



dv = e ax dx 

v = -e ax 
a 



:. je" x sen bxdx = 



a a 

e m senbx be ax eos bx b 2 
a a 2 a 



e ax senbx b e ax cosbx b r ax . , 

1 + —\e sen bxdx 

a a J 



—r\e ax sen bxdx . 
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Como habrá notado el lector, la integral a encontrar aparece con coeficiente 1 en 

b 2 

el primer miembro, y en el segundo con coeficiente: — T . Transponiendo éste 

a a 

tiene: 

( ~ 2 ■ »- 2 ■ 

| e ax s e n ¿xé/x 



« +¿» Ir „, , , ae"* senbx-be"* cosbx 

+ c 



v 



2 J " ~ " i~wwv 

a r a 



C ax , , éT r ax r , e ax (asenbx-bcosbx) 
\e sen bxdx = 7 — r + c= \ e sen bxdx = + c 

J a 2 +b 2 ] J a+b 2 

v / , 

_ , r ox , , e flJC (asen¿x-¿cos¿?x) 
Respuesta: \e s en bxdx = — = - + c 

4.21 .-Encontrar: J Wl + 

Solución.- Cuando el integrando, está formado por el producto de funciones 
algebraicas, es necesario tomar como dv, la parte más fácil integrable y u como la 
parte más fácil derivable. Sin embargo, la opción de "más fácil" quedará a criterio 
del lector. 

dv = (l + x)' A dx 



u = x 



2 

du = dx v -— ñ + x) 3/ 

3 



.'. f xjl + xdx = - x{\ + x) A - - í (1 + x) A dx = - x(l + x) A - - ® + *) + c 
J 3 3 J 3 3 5/ 



'2 



2 „ ,v 4(l + x) /2 

= -x(l + x) /2 — — + c 

3 15 



=, r /; — , 2 „ « 4(1+ xf 1 
Respuesta: J xvl + x¿/x = -x(l + x) /2 — 15 +( 

4. 22. -Encontrar: J x 



Solución.- [ ^ ^ x = \x 2 {\ + x) A dx 

J Vl + x J 

M = x 2 dv = (l+x)~^dx 

¿/w = 2xJx v = 2(1 + x) A 

.-. [ . = 2x 2 vl + x-4ÍxVl + x(ix, integrando por partes la segunda integral: 

J Vl + x J 
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U = X 

du = dx 



dv = {\ + x) l/l dx 



v = -(l + xY 
3 



x dx 



vi 



= 2x 2 >/í+x-4 



+ x 



-x(l + x) 3/2 --\(l + x) y2 dx 



„ 2 r, 8 „ ,3/ 8(l + x) /2 „ 2 r¡ 8 „ ,3/ 16 „ s 5/ 

= 2x 2 VI + x - - x(l + x) Á + - - ; + c = 2x 2 Vi + x - - x(l + xy 2 + — (1 + xy 2 
3 3 % 3 15 

Respuesta : J \ dx = 2x 2 Vl + x - 1 x(l + xf 2 + ^ (1 + xf 2 + c 



+ c 



+ x 



VT 



4. 23. -Encontrar: j" 



15 



xdx 



Solución.- J^^ = Jxe x Jx 



I L A T E 

4 4 



x e 
u = x 

du = dx 



dv = e x dx 
v = -e x 



:. jxe x dx = -xe x + je x dx = -xe x -e x +c = e x (-x-Y) + c = -e x (x + l) + c 

Respuesta: f^— =-e x (x+l) + c 
J e x 

4.24.-Encontrar: ^x 2 £rj Jl-xdx 
u = IrjUl-x 



Solución.- .-. 



1 1 \-y / 7 ~dx 

du = , — (1-x) /2 (-l)«x =^> du = 

2(1 -x) 



Vi 3 ^ 



dv = x dx 

3 

X 

v = — 



.'. \x 1 ír¡ -J\-xdx = —lri sjl-x + —[^—dx-—ín VÍ-x — í x 2 + x + l c 

J ' 3 ' 6 J l-x 3 ' 6 S { 1-x/ 



dx 



-lr¡ Vl^x 



1 x 3 1 x 2 1 



x — £n\l-x\ + c 
6 3 6 2 6 6 1 1 



¿7|l-jc| 



x 3 x 2 V 
18 12 6 

„3 



-+C 



Respuesta: J x 2 £ r¡ k/l - x dx = — ¿77 Vl-x — ^|l-x| 



x x 
+ c 



18 12 6 



4.25.-Encontrar : J xs e n 2 xdx 

Solución. - 
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U = X 

du = dx 



dv = sen xdx 

1 1 

v = — x — senzx 

2 4 



-í 



1 - eos 2x 



dx 



:. fxsen 2 xdx = —x 2 - — xsen2x- — í xdx + — [senlxdx 
J 9 4 ?J áJ 



2 



4 



2 4 
4 8 



= — x 2 - — xsenlx- — x 2 --cos2x + c = — x 2 - — xsen2x--cos2x + c 



1 

— i 

8 



r x 
Respuesta: J xs en 2 xdx = 



xsen2x cos2x 



8 



- + c 



Otra solución. 



r 2 , f l-cos2x , Ir, 1 r ^.t lx 2 lr _ , 

xsen xdx= x dx = — xdx xcos2xax = xcos2xax 

J J 2 2 J 2 J 2 2 2 J 

x 2 1 r 

= J xcos2xdx ; integrando por partes, la segunda integral: 



u = x 
du = dx 



dv = eos 2xdx 
1 

v = — sen2x 
2 



f 2 i X 2 \( X _ Ir - , A lx 2 x _ Ir . . 

xsen xdx = — sen2x — \sen2xdx = sen2x + — \sen2xdx 

J 4 2\2 2 J J 4 4 4 J 

x 2 x _ 1 , 1 _ . x 2 x _ cos2x 

= sen2x + — ( — eos 2x) + c = sen2x h c 

4 4 4 2 4 4 8 



Respuesta: ^xsen 2 xdx = ^ — 
4.26.-Encontrar : J x(3x + 1) 7 dx 



xsen2x cos2x 



8 



- + c 



Solución. 



u = x 
du = dx 



dv = (3x + l) 7 dx 

v = — (3x + l) 8 
24 



(v = J(3x + l) 7 Jx) 



.-. f x(3x + 1) 7 dx = — (3x + 1) 8 - — f (3x + 1) 8 dx = — (3x + 1) 8 - — - 
J 24 24 J 24 24 3 



1 l(3x + l) 9 



24 

x „ (3x + l) 9 

= — (3x + l) + c 

24 648 



+ c 



Respuesta: J x(3x + 1) 7 dx = — (3x + 1) 8 - (3x+1) + c 



24 
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EJERCICIOS PROPUESTOS 



Usando esencialmente el mecanismo presentado, encontrar las integrales 
siguientes: 
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4.27.- 


' x(2x + 5) lQ dx 


4.28.- 


ares e n xdx 


4.29.- 


xsen xdx 


4.30.- 


x eos 3 xdx 


4.31.- 


x2"*dx 


4.32.- 


x 2 e 3x dx 


4.33.- 


x 3 e~^dx 


4.34.- 


xsenxcosxdx 


4.35.- 


x 2 lrjxdx 


4.36.- 


\^dx 

X 


4.37.- 


P^77X , 

—^dx 
VX 


4.38.- 


x are tgxdx 


4.39.- 


x ares en xdx 


4.40.- 


• xdx 


4.41.- 


e x sen xdx 



4.42. 
4.45. 
4.48. 



3 l eos xdx 

xír¡ 

1 + x 



dx 



x(arc xgxfdx 



RESPUESTAS 

4.27.-j"x(2x + 5) 10 dx 



4.43. 
4.46. 
4.49. 



4.51.- 


p ares e n Vx , 
;= — dx 


4.0¿.- 


Vl-x 




4.54.- 


x 3 £rj 2 xdx 


4.55.- 


4.57.- 


xarctg(2x + 3)dx 


4.58.- 


4.60.- 


\ l ^ x) dx 

X 


4.61.- 


4.63.- 


eos" xdx 


4.64.- 


4.66.- 


x 3 (£r/x) 2 dx 


4.67.- 


4.69.- 


sec" xdx 


4.70.- 


4.72.- 


x n lr¡\ax\dx,n ^ -1 


4.73.- 


4.75.- 


x 2 eos axdx 


4.76.- 


4.78.- 


'l?](9 + x 2 )dx 


4.79.- 


4.81.- 


are sec yfxdx 


4.82.- 


4.84.- 


' lr](x 2 +\)dx 


4.85.- 


4.87.- 


xarcrgyjx 2 - Xdx 


4.88.- 


4.90.- 


x 2 Vi -xdx 





sen x 
sen(£r/x)dx 



:r¡ x 



dx 



(arcsenx) 2 dx 



sen x 



dx 



x£rj(9 + x 2 )dx 
e^dx 
lr¡\x + \\dx 

sen" xdx 
x"e x dx 
sec 3 xdx 
ares e n axdx 
xsec 2 axdx 
xcos(2x + l)dx 

4a 2 -x 2 dx 
arcrgVxdx 

xarcrgx 



(x 2 +l) 2 



dx 



4.44.- 
4.47.- 

4.50.- 
4.53.- 

4.56.- 
4.59.- 
4.62.- 



4.89. 



(x 2 -2x + 3K?7xdx 
x 2 arcrg3xdx 



ares e n x 



-dx 



rg 2 xsec 3 xdx 

ares e n yfxdx 
eos 2 (£r/x)dx 



x 2 e x dx 



4.65.- 


x m (£r]x)"dx 


4.68.- 


x 3 e x dx 


4.71.- 


xlrjxdx 


4.74.- 


xs en axdx 


4.77.- 


cos(£ r/x)dx 


4.80.- 


x are sec xdx 


4.83.- 


£rj\l-x\dx 


4.86.- 


r x ares e n x 
— ■ — dx 



Vin- 
ares e n x 



xdx 



Solución. 



U = X 

du = dx 



dv = (2x + 5) 10 dx 
(2x + 5) n 



v = ■ 



22 



\x(2x + 5) l0 dx = —(2x + 5) n -—\(2x + 5) ll dx = — (2x + 5) n - — (2x + 5) 12 + c 

2 2 22 22 4 4 



= ^(2 x + 5) n - — ^ - 12 
22 528 



22 22 
(2x + 5) 12 + c 



dv = dx 

V = X 
xdx 



4.28. - Jares en xdx 

Solución. - 

u = ares e n x 

dx 

dw = ¡ 

[arcsenxdx = xarcsenx- 
J J VI- 

4.29. - Jxs en xdx 

Solución. - 

u = x 

du = dx 

j" xs e n xdx = -xcos x + Jcos xdx = -xcos x + senx + c 

4.30. - j"x eos 3 xdx 
Solución. - 

dv = eos 3 xdx 
1 



Además: w = l-x 2 ,dw = -2xdx 



1 i- dw r 

= xarcsenx + — — ¡7 = xarcsenx + vl-x +c 
2 J w Á 



dv = s e n xdx 
v = -cosx 



u = x 
du = dx 



v = -sen3x 
3 



Íjc i* 1 eos 
xcos3xdx = — sen3x - f — sen3xdx = — sen3xH he 
q Ja q q 



4.31.-Jx2*dx 

Solución. - 



w = x 
dw = dx 



dv = 2 x dx 
2~ x 



x2~ x 



■ + ■ 



Íx2~*dx = 

J ¿772 ^72 

4.32.-JxV l dx 
Solución. - 



\2 x dx = 



ir¡2 

x2~ 



- + ■ 



1 



£^2 ¿772 



7^2 



+ c 



1 



2*^172 2"^^ 2 2 



-+c 



U = X 

du = 2xdx 



2 



dv = e 3x dx 
1 

v = — e 
3 



3x 



jx 2 e 3x dx = — e 3x — jxe 3x dx, integral la cual se desarrolla nuevamente por partes, 



esto es: 



u = x 
du = dx 



dv = e 3x dx 
1 

v = — e~ 
3 



.3* 



= — e 3x -- 
3 3 



e 3x --\e x dx 



2 

■* 3x 



2 3x . 2 (• 3x x 3x 2x 3x 2 3 

— e — xe +—\e dx = — e e H e +c 

3 9 9 J 3 9 27 

4.33.-j"xV%x 

Solución. - 

u = x 3 dv = e~ A dx 

du = 3x 2 dx v = -3e~ A 

^x 3 e~' Á dx = -3x 3 e ~' A + 9^x 2 e~' A dx, integral la cual se desarrolla nuevamente por 

u = x 2 dv = e~ A dx 

partes, esto es: 

du = 2xdx v = -3e~ A 

= -3x 3 e A + 9 (-3x 2 e~ A + ój xe~' A dx} = -3x 3 e A - 21x 2 e" A + 54j xe~' Á dx 

, la nueva integral se desarrolla por partes, esto es: 

u = x dv = e'" A dx 

du = dx v = _3 e "?3 



3x 3 27x 2 



+ 54(-3*e~* + 3jV*</x) = - 



3x 3 27x 2 162x 



+ l62(-3e" A ) + c 



3x 3 27x 2 162x 486 



4.34.- Jxsenxcosxdx 
Solución. - 



u = x 
du = dx 



- + c 



dv = sen 2xdx 

cos2x 
v = 



-eos 



íxsenxcosxí/x = — fxsen 2xdx = — 
J 2 J 2 V _ 

= -—eos 2x + — ícos2x<ix = -— cos2x +— sen2x + c 
4 4 J 4 8 

4.35.-jx 2 £?jxdx 
Solución. - 



2x + — | eos 2xdx 
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u = lr¡x dv = x 2 dx 

du = — v = — 

x 3 

\xHnxdx = xHr]X --\x 2 dx= xHr]X -- + c 

J 3 3 J 3 9 

4.36.- fe* 

Solución. - 

u = lr¡x dv = x~ 3 dx 

, dx 1 

aw = — v = 

x 2x 2 

f///í , f _ 3 „ , ^X lf _ 3 , ^X 1 

— - r dx= x £nxdx = L r + - x dx = - n v + c 



4.37.- f^dr 

Solución. - 



av = x /2 ax 

dx 



= — v = 2Vx" 

X 

[ dx = [ x~^ ?7x<ix = 2Vx^ 77X - 2 [ x~^<ix = 2\[xl r/x - 4 Vx 
J Vx J J 

4.38.- Jx are rgxdx 

Solución. - 

u = are rgx dv = xdx 

dx 



+ c 



du = 



x 2 



1 + 2 

2 1 . JZjv J 1 1 .í 1 A 



r , x l r x dx x 1 r ( . 1 

xarcrexax = — arcrex — = — arcrex — 1 

J 2 2 J l + x 2 2 2 J ^ 1 + . 

x 2 1 r , 1 r dx x 2 1 are r ex 

= — arcrex ax + — T = — arcr?x — xH he 

2 2 J 2 J l + x 2 2 2 2 

4.39.- j" x ares e n xdx 

Solución. - 

w = arcsenx dv = xdx 

dx v 2 



x 2 ; 



c/x 



+ x 2 
x 2 1 r x 2 dx 



Jxarcsenx(¿x = — arcsgnx--J ^ ^ , integral para la cual se sugiere la 



iVl ., . . x = senO 

sustitución siguiente: .\ 

dx = eos OdO 
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x 2 1 f sen 2 d£&í&dd 

= — ares en x -? 

2 2 J p¿¿B 

x 2 1 r( l-cos26>^ , . x 2 1 r 1 r 

= — aresenx — u6 = — aresenx — d6 + — cos26>d6> 

2 2 J V 2 ) 2 4 J 4 J 

x 2 1 . 1 x 2 1 2sen6>cos6> 

= — ares e n x — 6> + -sen26> + c = — ares e n x — ares e n x + + c 

2 4 8 2 4 8 

Como:sen6> = x, cos6> = Vl-x 2 ; luego: 

X 2 1 1 C 2 

= — aresenx — arcsenx + — xVl-x +c 
2 4 4 



4.40.- j 



xdx 
sen 2 x 



Solución. - 

u = x dv = eos ec 2 xdx 

du = dx v = -cotgx 

[ X< ^ X = [ x eos ec 2 xdx = -xco rgx + [ co zgxdx = -x co r gx + £ r¡ |s e n x| + c 
J sen x J J 

4.41. - Je 1 sen xdx 

Solución. - 

w=senx dv = e x dx 

du = eos xdx v = e x 

Je 1 senxdx = e x senx-jV eos xdx, integral la cual se desarrolla por partes, esto es: 

m = cosx dv = edx 

du = -sen xdx v = e x 

= e x s e n x - ^e x eos x + j" e x s e n xdx j = e x s e n x - e x eos x - j" e x s e n xdx 
Luego se tiene: jV senxdx = e x senx-e x cosx- jVsenxdx , de donde es inmediato: 
2j"e x senxdx = e x (senx-cos x) + c 

X 

e x s e n xdx = — (senx - eos x) + c 

4.42. - j*3 x eos xdx 
Solución. - 

dv = 3 x dx 

u = cosx 

3 X 

dw = -senxdx v = 
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r 3 X 1 r 

1 3 l cosxdx = cosx + 1 3 X sen xdx, integral la cual se desarrolla por partes, 



esto es: .-. 



u = senx 
du = eos xdx 



dv = 3 X dx 
3 X 



v = ■ 



£r¡3 



3 X 1 
= cosx + - 



ir¡3 lr¡3 



= cosx- 



3 X 3 x senx 
- + - 



£rj3 £r/ ¿ 3 £r¡ ¿ 3 



senx — ¡3 X eos xdx 

£r¡3 lri3 ¡ 

1 r 

— 3 X eos xdx Juego: 



j*3 x eos xdx = 



y_ 

lr¡ 



eos x + - 



senx 



v 



1 r 

= (1 + — — ) 3 X eos xdx 

£rj 2 3 J £t]3, 

,£t¡ 2 3 + L [v , 3 X 
= ( — —i — ) 3 eos xdx = 7 

£r/H J pf$ 



£rj3 ) £rj ¿ 3 
3 X f 



1 r 

— 3 X eos xdx , de donde es inmediato: 



eos x + - 



senx 



lr¡3 ) 



- +c 



í 



eos x + - 



senx 



\ 



f 



v 



= Í3 X eos xdx = - f ^ 
J f ^ 2 3 + l 

4.43.-jsen(^^x)<ix 

Solución. - 

w = sen(^7x) 

cos(£?7x) , 
aw = dx 



COSX + - 



senx 



tr/3 



tr/3 



+ c 



+ c 



dv = dx 

V = X 



^sen(lrjx)dx = xsen(lrjx)-^cos(lrjx)dx , integral la cual se desarrolla por partes, 

esto es: 

u = cos(£r/x) 



-sen(£nx) , 
du = — dx 



dv = dx 

V = X 



= xsen(£ r¡x) - x cos{£ r¡x) + j" s e n(£ r¡x)dx J = xsen(£ r¡x) - x cos{£ r¡x) - j" s e n{£ r¡x)dx 
Se tiene por tanto: 

^sen(£r¡x)dx = x[sen(£r/x)-cos(£r/x)]- ^sen(£r/x)dx , de donde es inmediato: 

2 j" s e n(£ rjx)dx = x[sen(£ r¡x) - cos{£ r¡x)\ + c j" s e n{£ r¡x)dx = ^\sen{£ r¡x) - cos{£ rjx)] 

4.44.- J (x 2 -2x + 3)£ r¡xdx 
Solución. - 



+ c 
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u = ír¡x 
dx 

du = — 



dv = (x 2 -2x + 3)dx 



v = — — x 2 +3x 
3 



J (x 2 -2x + 3)£ ?jxdx = (y - x 2 + 3x)£ r¡x - J (y - x + 3) 

x 3 x 2 x 3 

= (^" -x2 +3xK?7x- j — dx- j"xdx + 3j"dx = (~^~ xl + ^x)£?jx- 

4.45.- \xlr¡ 

Solución. - 



X X 



+ 3x + c 



1-x 



u = ir¡ 
du = 



1 + x 
1-x 



dx 



1 + x 

2dx 



dv = xdx 

x 2 

v = — 



x 2 -l 



\xlr¡ 



1-x 



1 + x 
1-x 



dx = — in 
2 



1-x 



= —¿17 
2 



4.46.- J 



Solución. 



1 + x 

2 



1 + X 

dx 



f x 2 dx x 2 1-x r 1 
J x 2 -1 2 1 + x J x 2 -l 



- \dx - f — = — lr¡ 

J J x 2 -1 2 



1-x 




x-1 




-X- — ÍT] 

2 




1 + x 


x + 1 



+ c 



lr¡ L x 



dx 



u = £rj 2 x 

du = ^ T l x dx 



dv = x dx 
1 



v = -- 



•¿7 2 x 



dx = - 



X X 

por partes, esto es 



+ 2 J- 



-dx = - 



£r/ 2 x 



+ 2^x 2 lr¡xdx , integral la cual se desarrolla 



u = ir¡x 


dx 


du = - 






X 


> 

"X „ 




— + 2 









dv = x dx 
1 



v = ■ 



i TJX r dx 



¿7 x 2¿7x 



dx 

+ 2j — 



£n x 2£nx 2 
— + c 

X X 



4.47.- j x 2 are rg3xdx 

Solución. - 

w = arcrg3x 
3dx 



di/ = 



l + 9x 2 



dv = x dx 

x 3 

v = — 
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í x 2 are rg 3x<ix = — are rg3x- f— L^. - — arcrg3x- — f — 
J 3 J 1+Qr 2 3 6 Q J 1 



1 r x dx 



l + 9x 2 



9" y 9 + xr 











1 


J 


x- ** 


dx 


9 

















= — arcrg3x-- 
3 



= — arcrg3x + ^—£n 

3 18 162 

4.48.-j"x(arcrgx) 2 <ix 

Solución. - 

u = (are rgx) 2 
2 are rgxdx 



x 3 _ 1 x 2 1 r x¿¿jc 
— arcrg3x + — - 

3 * 9 2 8lJjc 2 +l 



2 1 

x +- 



+ c 



dv = xdx 

2 



1 + x 2 

2 



V - 



J x(arc rgx) 2 dx = — (are rgx) 2 - J (are rgx) x — 2 , integral la cual se desarrolla por 



1 + x 



partes, esto es: 

u = are rgx 

dx 



dv = 



x 2 dx 



du = 

(x are rgx) 
2 

(x are Tgx)' 



1 + x 2 

2 



1 + x 2 
v = x- are Tgx 



(x - are rgx) are rgx - j" (x - are rgx) 



¿/x 



■ x are rgx + (are rgx) 2 + [ - [ 

J 1 + x J 



l + x z _ 
xdx r are rgxdx 



1 + x 2 



(x are rgx) . , 2 1 . 2 . (are rgx) 

= - - x are rgx + (are rgx) + -^7/(l + x )-- — +c 

4.49.- J (ares en xf dx 

Solución. - 

u = (ares en x) 2 
2arcsenx<ix 



= ■ 



Ví^ 2 



<¿v = dx 

V = X 



f (árese nx) 2 Jx = x(arcsenx) 2 -2f ares en x ; integral la cual se desarrolla por 
J J Vl-x 2 



u = árese nx 



partes, esto es: .-. du = 



dx 



dv = 



xdx 



= x(arcsenx) 2 -2 



-Ví^ 2 



ares e n x + 



\dx] 

= x(arcs e n x) 2 + 2\jl-x 2 ares e n x - 2x + c 



X 
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4.50.- J 



ares enx 



dx 



Solución. - 

u = ares enx 

dx 

du = 



dv = x 2 dx 
1 



v = ■ 



pares enx r _ 2 
J ^ " x = J x arcs e n - 



ares enx 



■ + 



¿/x 



X 

ares enx 



+ ^7 



4.51.-J 



x 

ares en Vx 



Solución. - 

u = ares e n Vx 
dx 1 

aw = 



1 + Vl-JC 2 
<ix 



+ c 



dx 



vr 



y/l-X 2-Jx 



v = -2\ll-x 

dx 



f arCS r f^^ <ix = -2 Vi - x ares e n Vx + í -^L = -2 Vl-JC ares e n Vx + 2 Vx + c 
J Vl^x J Vx 

4.52, j 



sen x 



</x 



Solución. - 

w = sen 2 x 
du = 2senxcosx 
•sen 2 x 
e 



<iv = e *dx 
v = -e~ x 

PSen X , P 2 -x , 2 /-.f -r , 

J — - — <¿x = Jsen xe dx = -e sen x + 2J senxcosxe <ix 
sen2x 



= -e se 



n 2 x + / 2 / J- 



-e x ¿/x, * Integral la cual se desarrolla por partes, esto es 



dv = e x dx 
v = -e x 



w = sen2x 
du = 2cos2x¿/x 

= -e ' sen 2 x+2jcos2xe Wx, Integral la cual se desarrolla por partes, esto es: 

u = eos 2x dv = e~ x dx 

du = -2 s e n 2xdx v = - e ~ x 

j" s e n 2xe~ x dx = -e~ x s e n 2x + 2^-e~ x eos 2x - 2 j" s e n 2xe~ x dx j 

j" s e n 2xe' x dx = -e~ x s e n 2x - 2e~* eos 2x - 4 j" s e n 2xe~ x dx , de donde : 

5 j" s e n 2xe~ v dx = -e~ x (s e n 2x + 2 eos 2x) + c 



r _ -e~ x 

}sen2xe x dx = — — (sen 2x+ 2 eos 2x) + c, Sustituyendo en: * 

r sen 2 xdx _, , 2e~ x „ _ _ s 

J = -e sen x — (sen2x + 2cos2x) + c 

4.53. - jVg 2 x sec 3 xdx = j"(sec 2 x-l)sec 3 xdx = Jsec 5 xdx(*)- jsec 3 xdx(**) 
Solución. - 

r , , „ w — sec 3 x dv = sec 2 xdx 

* I sec xdx , Sea: 

du = 3 sec 3 xrgxdx v = Tgx 

Í5 f 3 2 3 f 3 2 

sec xdx =1 sec xsec xdx = sec xrgx-3lsec xzg xdx 

r , , „ w = secx dv = sec 2 xdx 

** sec xdx, Sea: 

J a¿/ = sec xrgxdx v = T g X 

Jsec 3 xdx = j" sec x sec 2 xdx = sec xrgx - j" sec xrg 2 xdx = secxrgx- Jsec x(secx 2 -l)dx 

= secxrgx- Jsec 3 xdx +j" sec xdx , luego: 2 j" sec 3 xdx = sec xzgx + j" sec xdx 

Esto es: [sec 3 xdx = — (secxrgx + ^ílsecx-rgxb + c, ahora bien: 
J 2 

j" rg 2 x sec 3 xdx = j" sec 5 xdx - j" sec 3 xdx , con ( * y * * ) 

j"rg 2 xsec 3 xdx = sec 3 xrgx-3j"sec 3 xrg 2 xdx-^(secxrgx + ^i|secxrgx|) + c 

Deloanterior:4jr g ^sec^ = sec'^-I(sec^ + ^|sec^|) + c 

Esto es: [rg 2 xsec 3 xdx = — sec 3 xrgx- — (secxrgx + £n\secxrgx\) + c 
J 4 8 

4.54. -j"x 3 Vxdx 
Solución. - 



u = ir¡ x 

du = ^ 7 1 X dx 
x 

..4 



dv = x dx 
v = — 



x 4 Ir 

|x 3 ^?7 2 xdx = — Irfx — jx 3 erjxdx, integral la cual se desarrolla por partes, esto es: 



4 

u = lr¡x 
dx 

du = — 



dv = x dx 

4 



v = 



x 4 „ 2 \ f J 



= —lrfx 
4 2 



4 j 

— ^nx — [x 3 dx 
4 4 J 



/> 2 1 4 /1 lX 

= — w x — x + + c 

4 8 8 4 



4 1 4 

— in x--x inx + — + c 
4 8 32 
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4.55.- jx£ 7(9 + x 2 )dx 

Solución. - 

u = £r/(9 + x 2 ) dv = xdx 

2xdx x 2 

du = r- v = — 

9 + x 2 2 



í/.V 



fx^(9 + x 2 )¿/x = — ^(9 + x 2 )- f^^¿/x = — ^(9 + x 2 )- f x- 
J 2 J 9 + x 2 J ^ x 2 +9 y 

= — ^(9 + x 2 )-íxJx + 9Í^^ = — ^(9 + x 2 )- — + -^(x 2 +9) + c 
2 J J 9 + x 2 2 2 2 

= y[^(9 + x 2 )-l] + |^(x 2 +9) + c 

4.56. - j" ares e n VxJx 
Solución. - 

u = ares e n VxJx 

dv = dx 

dx 1 

du=—¡= — ¡= v = x 

VlT? 2Vx 

r /— , /— r 1 /— 1 r VxJx 
ares en Vxax = x ares en Vx - ¡ — , - x ares en Vx — , 

J J y/I^x 2Vx 2 J VlTr 

Para la integral resultante, se recomienda la siguiente sustitución: 
Vl-x = t , de donde: x = 1 - 1 2 , y dx = -2ídí ( ver capitulo 9) 

= xaresen Vx-—— t - ,^^^ x = xaresen Vx + Vl-¿ 2 ¿fr , Se recomienda la 
2 / 

sustitución:? = sen6' ! de donde: Vi- í 2 = cos6 l , y dt = cos0d0 . Esto es: 
= xaresen Vx + j" eos 2 6><i6> = xaresen Vx + ~{(1 + cos 20)d0 

= xaresen Vx + — 6> + — sen 26> + c = xaresen Vx + — # +— senteos # + c 
2 4 2 2 

i— árese ni t r 7 ¡— ares en Vl-x Vl-x /— 

= xaresen Vx H h — Vl-í +c = xaresen Vx H 1 Vx + c 

2 2 2 2 

4.57. - j" x are rg(2x + 3)dx 

Solución. - 

u = are rg(2x + 3) dv = xdx 

2dx x 2 

du = T v = — 

l + (2x + 3) 2 2 



j" x are zg (2x + 3)dx = ^- are r g (2x + 3) - j" — 



x é/x 



4x 2 +12x + 9 
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: x 2 dx 



= — arcz-#(2x + 3)- í — z = — arcr#(2x + 3)- í 



4x 2 +12x + 10 

x 2 1 r r 3x+% 

— arcrj?(2x + 3) — dx + — -. — 1 

2 4 J J 4x 2 +12x + 10 

r 2 1 , X+ 5 / 



I 3x + /2 



4 4x 2 + 12x + 10 

v J 



dx 



x l r x + 7k 

= — arcrg(2x + 3) — x + 3 — 5 ^ dx 

2 4 J 4x 2 +12x + 10 

x 2 1 3f 8x + 4 % 
= — arcr#(2x + 3) — x + - — = — — dx 

2 4 8 J 4x 2 + 12x + 10 

6 



x 2 1 3 r 8x + 12- 3 2, 

= — arcrj?(2x + 3) — x + — — = / -^-dx 

2 4 8 J 4x 2 + 12x + 10 

x 2 1 3r (8x + 12Wx 3 32 p dx 

= — arcrg(2x + 3)--x + - — ñ 

2 4 8 J 4x 2 + 12x + 10 8 6 J 4x 2 + 12x + 10 

= — arcrg(2x + 3)--x + -^^|4x 2 +12x + 10|-2j lL 



2 4 8 1 1 J 4x 2 +12x + 10 

* 2 1 3 , i, , ,„ , „i „ r dx 



= — are 



rg(2x + 3)--x + -^7|4x 2 + 12x + 10|-2j" 



2 '■" 4 8 ' 1 1 J (2x + 3) 2 +l 



= — arc^(2x + 3)--x + -^|4x 2 +12x + 10|--í — 

2 4 8 1 1 2 J (2x + 3) 2 +l 

x 2 13 i 

= — arcrg(2x + 3)--x + -^77|4x 2 +12x + 10|-arcrg(2x + 3) + c 



13" 

(x 2 -2)arcrg(2x + 3) — x + -^|4x 2 + 12x + 10| 



+ c 



4.58.- Je^d* 

Solución. - 



u = e 

dv = dx 

e x dx 

du = — p- v = x 

2Vx 



c?x 



\e íx dx = xe íx --\ xe ^ , Se recomienda la sustitución: z = Jx,dz - - 
J 2 J 2VÍ 2^x 

= xe fx -^jz 2 e z dz, Esta integral resultante, se desarrolla por partes: 



u = z 2 dv = e z dz 

du = 2zdz v = e z 

= xe^ 

2 



1 ^ 

-\z 2 e z -2^ze z dz} = xe fx -^- + ^ze z dz, integral que se desarrolla por 

partes: 
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u = z dv = e z dz 

du = dz v - e z 

= xe 4 * - — + ze z - \e z dz = xe 4 * - — + ze z -e z +c = xe 4 * - — + -fxe 4 * -e 4 * +c 

^ x >-4~x-\ 



= e" \ — + V-V -1 + c 

4.59.- J eos 2 (¿r/x)dx 

Solución. - 

u = cos(2ir/x) 



dv = dx 
\sen(2£r/x)\2dx 
du - v = x 

X 

j" eos 2 (£ r¡x)dx = j" ^ + cos ^ r / x ^ j x _ 1 j j x + J_ j cos (2¿ 



1 1 

= — JC + - 

2 2 



xcos(2/7x) + 2ÍsÉ'n(2^7x)¿/x] = — + — cos(2^7x) + \sen(2£r/x)dx* 
j j 2 2 J 

Integral que se desarrolla por partes: 

u = se n(2£ r/x) 

. . dv = dx 

cos(2£^x) 2dx 
du--- v = x 

X 

xx r 
* = — + — cos(2¿" r/x) + xsen(2£r/x)-2j cos(2¿" r/x)dx , 

Dado que apareció nuevamente: j"cos(2^7x)<ix, igualamos:* 

+ ^cos(2tr/x)dx = + ^cos(2tr/x) + xsen(2lr¡x)-2^cos(2lr/x)dx , de donde 
5 r x 

— J cos(2^ rjx)dx = — cos(2^ r/x) + xse n(2£ r/x) + c 

^ J cos(2^ ?/x)dx = ^ cos(2^ //x)+^se n(2^ r/x) + c , Por tanto : 

j" eos 2 ?/x)dx = ^ + ^ cos(2¿" r/x) + ~ s e n (2^ 7*) + c 

4.60.- \^—^-dx, Sustituyendo por: w = £r/x,dw = — , Se tiene: 

J x x 

Solución. - 

j ir/(ir/x) dx ^ ^f r/wdw , Esta integral se desarrolla por partes: 

u -ír/w 

dv = dw 

dw 

du = — v = w 

w 

= wlr/w-^dw = wir/w-w + c = w(ir/w-l) + c = £r/x[ir/(£r/x)-i\ + c 



4.61.-j"¿77|jt+l|í¿c 
Solución. - 

u = £rj\x+l\ 



dv = dx 
dx 

du = v = x 

x + 1 

j"^7|x + l|dx = x^?/|x + l|- J— — = x^|x + l|- JÍ 1 — c/x 

.X ~r~ 1 y X ~\~ \ J 

= xtr/\x + l\-x + tr¡\x + l\ + c 

4.62. -JxVdx 

Solución. - 

w = x 2 dv = e x dx 

dw = 2xdx v = e x 

| x 2 e x dx = x 2 e x - 2| xe x dx 

Integral que se desarrolla nuevamente por partes: 

u = x dv = e x dx 

du = dx v = e x 

= x 2 e x - 2\^xe x - j" e x dxj = x 2 e x - 2xe x + 2e x + c 

4.63. - J eos" xdx = j" eos"" 1 x eos xdx 
Solución. - 



u = eos" -1 x dv = eos xdx 

du = (rc - 1) eos"" 2 x(-senx)dx v=senx 
= cos~"' xsenx + 0i-l)j"sen 2 xcos"" 2 xdx 

= eos"" 1 x s e n x + (rc - 1) j" (1 - eos 2 x) eos"" 2 xdx 

= cos~"' xsenx + (tt-l)j"cos~" 2 xdx-(n-l)j"cos" xdx, Se tiene: 

j" eos" xdx = eos"" 1 x s e n x + (rc - 1) j" eos"" 2 xdx - (n - 1) j" eos" xdx , Esto 

n j" eos" xdx = eos"" 1 xsenx + (/i-l)j"cos"" 2 xdx 

r _ , cos"" 1 xsenx (ft-1) r „_ 2 , 

eos xdx = + eos xdx 

J n n J 

4.64.- j"s en" xdx = Jsen"" 1 xsenxdx 
Solución. - 

M = sen"" 1 x dv = senxdx 

du = (n-1) sen"" 2 x(cosx)dx v = -cosx 

= -sen"" 1 xcosx + (n-l)j"cos 2 xsen"" 2 xdx 

= - sen"" 1 xcos x + (n-l)j(l- sen 2 x)sen"" 2 xdx 



= -sen" 1 xcosx + (n-l)j"sen"~ 2 xdx-(n-l)jsen" xdx , Se tiene: 

Jsen" xdx = -sen"' 1 xcosx + (/i-l)j"sen"~ 2 xdx-(n-l)jsen" xdx 

njsen" xdx = -sen" 1 xcosx + (rc-l)j"sen"~ 2 xdx 

r „ , -sen" _1 xcosx (ft-1) e n -i , 
sen xdx = + - - sen xdx 

4.65.- J x m (i t]xf dx = x m+l (i t]xf - n J x m (¿ ^x)"" 1 dx - m \ x m (i r¡xf dx 



Solución. - 

u = x m (lnx) n , , 

dv = dx 

du = x m n(i r]xT l — + mx m - 1 (t t]x) n dx v = x 

x 

Se tiene : (m + 1) J x m (i t]x) n dx = x m+l (t t]xf - j* x m (t r¡xT x dx 

í x m (¿ rix) n dx = x "' + ' ( ^ x) " f x ™ (¿ rj X y-i dx 

J ' (m + 1) (m + l) J 

4.66. -\x 3 (£?jx) 2 dx 
Solución. - 

Puede desarrollarse como caso particular del ejercicio anterior, haciendo: 

m = 3,n = 2 

Para la integral resultante: ^x 3 (£rjx)dx* 

[x\lnx)dx= x ( ^ K ^— -[x 3 dx = - _ y ¡_ + c introduciendo en:* 
J 4 4 J 4 16 

f 3//J n2, X 4 (tl]x) 2 X 4 .. . X 4 

x (Inx) dx = — —!—L (tnx) + — + c 

J 4 8 32 

4.67. -jVeWx 

Solución. - 

u = x" dv = e x dx 

du = nx n ~ x dx v = e x 

\x n e x dx = x n e x -n\x n - 1 e x dx 

4.68. -JxVdx 

Solución. - 

u = x 3 <iv = e x dx 

= 3x 2 dx v = e x 

Puede desarrollarse como el ejercicio anterior, haciendo: n = 3 

JxVdx = xV -3jxVdx*, Además: 
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*J x 2 e x dx = xV - 2j xe x dx * * , Además: J xe x dx = xe x - J e l dx = xe l -e x +c 
Reemplazando en** y luego en * : 

J x V dx = x 3 e x - 3 [x V - 2(xe x -e x )] + c 

JxVdx = e x (x 3 -3x 2 +6x-6) + c 

4.69. - Jsec" xdx = Jsec"" 2 xsec 2 xdx 
Solución. - 

u = sec"" 2 x dv = sec 2 xdx 

du = (n- 2) sec"" 3 x sec xrgxdx v = Tgx 

= sec"" 2 xrgx - (n - 2) j rg 2 xsec"" 2 xdx = sec"" 2 xrgx - (n - 2) J (sec 2 jc - 1) sec"" 2 xdx 

= sec" -2 xrgx - (n - 2)j sec" xdx +(n - 2)| sec"" 2 xdx , Se tiene: 

j" sec" xdx = sec"" 2 xrgx - (n - 2) j" sec" xdx +(n - 2) j" sec"" 2 xdx 

(n - 1) j" sec" xdx = sec"" 2 xrgx + (n- 2) j" sec"" 2 xdx 

p „ sec"" 2 xrgx (n-2) r „_ 2 

sec xdx = 1 sec xdx 

J (n-1) (n-l) J 

4.70. - J sec 3 xdx 
Solución. - 

Puede desarrollarse como caso particular del ejercicio anterior, haciendo: 

n = 3 

r 3 , sec 3 " 2 xrgx 3 - 2 r 3 „ 2 , sec xrgx 1 r 

sec xdx = — + sec xdx = — + — sec xdx 

J 3-1 3-l J 2 2 J 

sec xrgx 1 . . , 

= h — £ n sec xrgx + c 

2 2 1 1 

4.71 .-jxir/xdx 

Solución. - 

u — ÍT¡x dv = xdx 

, dx x 2 
du = — v = — 

x 2 

r . , x 2 . r xdx x 2 . 1 2 
J xír¡xdx = — tr/x-j "~ ^~ = ~^~ ir/x- — x +c 

4.72.- J x"^ 7 |ax| dx, « * -1 

Solución. - 

u = lr¡\ax\ dv = xdx 

dx x 

du = — v = 

x n + l 

r x" +1 , , 1 r x" +1 ■ , x" +1 

x"iri\ax\dx = lr¡\ax\ x"dx = ax - + c 

J 11 n + l 1 1 n + l J n + l 11 (n + l) 



4.73.- j" ares e n axdx 

Solución. - 

u = ares enax 

adx 

du = 



2 2 

X 



dv = dx 

V = X 



Jarcsenaxdx = xaresenax- j" 



axdx 



yjl — a 



2 2 

x 



- = xarese 



1 r (-2a 2 x)dx 
nax + — , 



1 2 

x 



i (í-aVr 

= xaresenax + —. + c = xarese 



2a 

4.74.- jxs en axdx 
Solución. - 



1 fi 2~T 

nax + — Vl-a ^ +< 



W = X 

o*m = dx 



o*v = s e n axdx 
1 

v = — cosax 
a 



i" xs en axdx = -—cosax + — í eos axdx = -— eos ax + ^-s enax + c 



1 X 

= —senax eos ax + c 



a 



a 



4.75.- Jx 2 eos axdx 
Solución. - 



U = X 

du = 2xdx 

2 

X 



dv = eos axdx 
1 

v = — s e n ax 
a 



x ¿ 2 
= — s e n ax — 
a a 



x 2 eos axdx = — senax — xs en axdx , aprovechando el ejercicio anterior: 
J a a J 

2 2x 



ya 

4.76.- Jx sec 2 axdx 
Solución. - 



1 x 

—senax cosax 

a 



+ c = — senax -senax -eos ax + c 

a a a 



u = x 
du = dx 



dv = sec axdx 
1 

v = —tgax 
a 



[ x sec 2 axdx = — Tgax - — í rgaxdx = — Tgax -——Ir/ Isec axl + c 
J a a J a a a 



x 1 „ l l 
— rgax j í r¡ sec ax + c 

a a 



4.77.- j" cos(¿ ^x)dx 
Solución.- 



u = cos(£?]x) 

dv = dx 

, sen(lnx) , 

a w = dx v = x 

x 

jcos(£r¡x)dx = xcos(£r¡x) + jsen(£r¡x)dx , aprovechando el ejercicio:4.43 
j" s e n(£ r¡x)dx = psen(/ r¡x) - cos(£ r¡x)\ + c , Luego : 

= x cos(¿ rjx) + — [sen(£ rjx) - cos(£ rjx)] + c = x cos(£ rjx) + — s e n(£ rjx) - — cos(¿ ^x) + c 

= — [cos(^ rjx) + se n(£ rjx)] + c 

4.78.-\£rj(9 + x 2 )dx 

Solución. - 

u = £rj(9 + x 2 ) 

dv = dx 

2xdx 

du = r- v = x 



9 + x 2 



x 2 dx „ „rf. 9 V 

ax 



í^n(9 + x 2 )¿/x = x^7(9 + x 2 )-2("^^ = x^n(9 + x 2 )-2(" 1 
J J 9 + x J ^ 9 + x 

= x^(9 + x 2 ) - 2 f dx + 18 f-^r =x^(9 + x 2 ) - 2x + 6arc X Á + c 
j J 9+x /ó 

4.79. - j" xcos(2x + l)dx 
Solución. - 

dv = cos(2x + l)dx 

W = X 

du = dx v = — sen(2x + l) 

2 

r x Ir 

J xcos(2x + l)dx = — sen(2x + l)-— J sen(2x + l)¿¡x 

x 1 

= -sen(2x + l) + -cos(2x + l) + c 
2 4 

4.80. - J x are sec xdx 

Solución. - 

w = areseex dv = xdx 

dx 2 



du = 



_ x 



Xyjx 2 - 1 

r x 2 1 r xdx x 2 1 n 7 

xarcsecxdx = — areseex — ¡ = — areseex — Vx -1 +c 
J 2 2^7771 2 2 

4.81 .- j" are sec -Jxdx 



Solución. - 
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u = are sec x 
1 dx 



du 



Jare sec 4xdx = 



dv = dx 
2 xVx-1 

Ir dx 



xarcsecx- 



= x are sec x- 4x-\ +c 



4.82.- I 4a 2 -x 2 dx=\ -dx = a I . -I . 

4a -x 1 4a 1 -x 1 4a -x 1 

t t 

Solución. - 



x ax 



= a 2 ares en- - \x—^^=* , integral que se desarrolla por partes 

a 



Va -x 



i/ = x 
o*w = dx 



dv = 



xdx 



4 



2 2 

a —x 



* = a ares e n - 



v = -yja -x 
--[~x4a 2 -x 1 + jVa 2 -x 2 dx) , Se tiene que: 

j" 4a 2 -x 2 dx = a 2 ares e n — + x4~a 2 ~^-x 2 - j" 4a 2 -x 2 dx , De donde: 

1* / 2 2^ 2 / 2 2^ 

2 Va -xdx = a aresen — + xy¡a -x +c 
J a 

2 

f / i i" i a xx I 2 i" 

Va -x dx = — aresen — + — va -x +c 
J 2 a 2 

4.83.-j*£?7|l-x|dx 



Solución. - 

W = ^ll-xl 



du = ■ 



dx 

T^x 



dv = dx 

V = X 



{ £t]\1- x\dx = x£rj\l- x\- [-^--x£tj\1-x\- [f 1 + — í— 
J J x-1 J ^ x-1 

= x£r/\l-x\-^dx-^-^-^ = x£r/\l-x\-x-£r/\x-l\ + c 



dx 



4.84.-j>77(x 2 +l)ax 

Solución. - 

u = £tj(x 2 +1) 
2xdx 



du = 



x 2 +l 



dv = dx 

V = X 



2 7 / . 

\£r 1 (x 2 +\)dx = x£r¡(x 2 + l)-2j^^ = x^(x 2 + 1) -2_[ 1 - 



x 2 +l 



x z +l 



í/x 



= x£ ?7(x 2 + 1) - 2x + 2 are Tgx + c 



4.85.- j" are rgsfxdx 
Solución. - 

u = arcrgVx 



dv = dx 
dx 1 

du = f= v = x 

l + x 2vx 



f are rg-Jxdx = xarc vg Vx - - f ^* dx * En la integral resultante, se recomienda la 
J 2 J l + x 

sustitución: Vx = í , esto es x = t 2 , dx = ltdt 



= xarc 



r 1 rtítdt r r t dt r cf, 1 ^ 

rgvx -— r = xarcrgvx - r- = xarcrgvx - 1 T 

Í> l + t 2 J l + t 2 ¡ { \ + t 2 ) 



efe 



= xarcreVx- fdí + í— ^- r = xarcrgVx-í + arcreí + c 
J J l + r 

= xarcrgVx - Vx + arcrgVx + c 

. p x ares en x , 
4.86.- — , < ix 

J 

Solución. - 

w = ares e n x xdx 
av = 



Vl-JC 2 v = -Vl-x 2 

rxarcsenx, r j- r r j 

I — , dx - -yl - x ares en x+ I ax = -vl-x aresenx + x + c 

Vi-* 2 

4.87. - j" xarc zg^Jx 2 -Idx 
Solución. - 

w = arcrgVx 2 -1 dv = xdx 

, dx x 2 
du = — ¡ v = — 

xVx^-í 2 

f xarcrWx 2 -k¿x = — axczg^x 2 — f = — arcrgVx 2 -1 - — Vx 2 -1 + 

J 2 ' 2-'Vx 2 ^T 2 ' 2 

4.88. - f- 

J ( 



x are rgx , 
x 2 + l) 2 



Solución. 



, xdx 
u = arcrgx av = — j 



dx 



(x+iy 



du = — — - - 1 



x z +l v = 



2(x 2 +l) 

xarc rgx -are rgx Ir dx 



r xarc rgx , -are rgx i r 
J (x 2 +1) 2 2(x 2 + l) 2 J (x 2 +l) 



2 , i\2 



* , Se recomienda la siguiente sustitución: 
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x = rgO , de donde: dx = sec 2 OdO ; x 2 + 1 = sec 2 



-arcrgx 1 (• sec 2 OdO arcrgx 1 



^¡ _ w j _ 

~2(x 2 +l) 2 J sec 4 # 



2(x z +l) 2- 



+ -\ eos 2 OdO = - 



arcrgx 1 r 1 + eos 20d0 



- + 



2(x z +l) 2- 



arcrgx 1 . 1 arcrgx 1 1 

r- 2 — + -# + -sen26> + c = r-^— + — arcrgx + -senteos # + c 

2(x 2 +l) 4 8 2(x 2 + l) 4 4 



arcrgx 1 1 
- + — arcrgx + 



1 



2(x 2 +l) 4 

are rgx 1 

+ — arcrgx + 



4Vx T 7TVx T +l 

X 



+ c 



2(x 2 +l) 4 
4.89.- Jares en x 

Solución. - 



4(x 2 +l) 



- + c 



x<¿x 



w = ares e n x 
<ix 

aw = 



é/v = 



xJx 



i 



V = 



ares en x- 



xdx 



ares en x 



4.90.-Jx 2 VÍTí<¿x 
Solución. - 

W = Vl-X 

dx 



~J 1^ 



X 

dx 



ares en x 1 . 

-+-¿rj 



1-x 



1 + x 



+ c 



é/w = ■ 



2^/í^x~ 

x 3 /; 1 r x 3 dx 

3 



dv = x dx 

x 3 

v = — 



Se recomienda usar la siguiente 



í X 2 yjl- xdx - — -Jl — JC +— í , — 

J 3 6 J VÍT^ 

sustitución: Vl-x = í , o sea:x = l-í 2 , De donde: dx = -2tdt 

=— V1-X + —T , A — - =— vi-x — (l-r) 3 <ií 

3 / J / 3 3 J 

= — ^íl^c--\(l-3t 2 +3t 4 -t 6 )dt = — JT^-}-(t-t 3 + — -—) + c 
3 3 J 3 3 5 7 

ViT^ - (i - x) Vi^x + - a - x) 2 VíT^ - - a - x) 3 VíT^ 

5 7 



3 3 



+ c 



x 3 -l-(l-x) + |(l-x) 2 -y(l-x) 3 



+ c 
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IMPORTANTE: En este capítulo ningún resultado, o casi ninguno, se presentaron 
en su forma más reducida. Esto es intencional. Una de las causas del fracaso en 
éstos tópicos, a veces está en el mal uso del álgebra elemental. 
He aquí una oportunidad para mejorar tal eficiencia. Exprese cada resultado en su 
forma más reducida. 
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CAPITULO 5 



INTEGRACION DE FUNCIONES CUADRATICAS 

Una función cuadrática, es de la forma: ax 2 +bx+c y si ésta aparece en el 
denominador, la integral que la contiene se hace fácil de encontrar, para la cual 
conviene diferenciar dos tipos esenciales en lo que se refiere al numerador. 

EJERCICIOS DESARROLLADOS 

5.1. -Encontrar: f - — 

J x +2x+5 

Solución.- Completando cuadrados, se tiene: 

x 2 + 2x + 5 = (x 2 + 2x + _) + 5 - __ = (x 2 + 2x + 1) + 5 - 1 = (x 2 + 2x + 1) + 4 
x 2 + 2x + 5 = (x + l) 2 +2 2 , luego se tiene: 
dx _ p dx 
x 2 +2x + 5 (x + l) 2 + 2 

r dx r dw ¡ H' i 

ñ t= — 7 = — arcrg — + c = -arcrg 

J (x + l) 2 + 2 2 J w 2 + 2 2 2 a 2 2 

_ r dx 1 x + 1 

Respuesta: — = = -arcre + c 

J x 2 + 2x + 5 2 2 

5.2. -Encontrar: í — 

J 4x 2 +4x + 2 

^ . . , r dx p <¿x 1 r dx 

Solución.- = —r- = - —7 

J 4x 2 + 4x + 2 J 4(x 2 +x + ^) 4 J x 2 +x + |/ 

Completando cuadrados: 

x 2 + x+ ]4 = (x 2 + x+ ) + — - =(x 2 +x + -) + --- = (x 2 + x + -) + - 
/2 2 — 4 2 4 4 4 

(x 2 +x + -) = (x + -) 2 +(-) 2 , luego se tiene: 



<• — — f — Sea: w = x + l,dw = dx;a = 2 

J ^ 2 +2x + 5 J (x + l) 2 + 2 2 

dx c dw l w 1 x + 1 

+ c 



2 2 2 

— (" ——rT = — í w— — w — j Sea: w = x+ l^,dw = dx;a = 

4 J x 2 +x + / l/ 4J(x + )/) 2 +(|/) 2 /2 /2 

1 r dx l r dw 11 w 11 x+ Y) 

= -\ T7~, ttt = — \— i o= arcrg — + c = -jWZXg — ¿ - 

4J ( X+ l/) 2 + (l/) 2 4 J w 2 + a 2 4 a a 4 1/ h 



, Y + ( V Y 

'2> +K /2> ^ 2 / 2 

2x + l 

1 / 1 ,„ 1N 
= — are re — v — + c = — are re (2x + 1) + c 

2 J_ 2 

i 



+ c 



lll 



Respuesta: f — - n — = -arcrg(2x + í) + c 

Ux 2 +4x + 2 2 

2xdx 



5.3.-Encontrar: f-^ 

,¿/w = (2x-í)dx 

r (IX r í/// + r 

J V 2 _ V4-1 Jj( J 



X -X + 1 

Solución. -m = x 2 -x + l,du = (2x-í)dx 



2xdx r(2x — l + l)dx r{2x-\)dx r dx r du r dx 
2 777 ~ J 7 777 ~~ J ~7 777 + J 75 777 ~ J T - + J 77 



J x -x + 1 J x -x + 1 J x -x + 1 J x -x + 1 w J x -x + 1 
Completando cuadrados: 

x 2 -x + l = (x 2 -x + ) + l = (x 2 -x + -) + l-- 

4 4 

3 

x 2 -x + l = (x 2 - j/) 2 +-, Luego se tiene: 

/ 1 4 

rdur dx _ r du r du rdur dx 

J u +J * 2 -* + l" J « + (x-)/) 2 +| M (x-^+O^) 2 

w = x-^,dw = dx;a = luego: 

rdur dx r du r dw . , , 1 w 

— + 7=77-= — + — 2 r = ^ " + -arcrg — + c 

M r-r- LA 2 + fV3/ \ 2 J w J w +a a a 



<*"/2> + <V2> 

1 2x-l 

, I 2 j 1 X ~2 ,12 ,i 2-73 7 
= £n x -x + l + ¡= / arcrg — ^ + c = £n x -x + l+ arcrg ,7 , +c 

' ! 1 73/ 73 /! 1 3 73/ 

_ r 2xdx „ \ 2 -.i 273 2x-l 

Respuesta: — ; = ^rc x -x + 1 + arcre — t^ + c 

J x 2 -x + l 1 1 3 73 

x 2 dx 



5.4.-Encontrar: J 



x +2x+5 
Solución. - 

r x 2 Jx r( . 2x + 5 V r , r 2x + 5 

I — = 1 — : dx = dx- — dx, 

J x+2x + 5 J lv x 2 +2x + 5/ J J x 2 + 2x + 5 

Sea: u = x 2 + 2x + 5, du = (2x + 2)dx 

Ya se habrá dado cuenta el lector que tiene que construir en el numerador, la 
expresión: (2x + 2)dx. Luego se tiene: 

(2x + 2 + 3) , r , r(2x + 2)dx - f dx 



r x _ nzx + z + .) dx= r dx _ f (x + ^x +3[ 



x +2x + 5 J J x +2x + 5 J x +2x + 5 
Completando cuadrados, se tiene: 

x 2 + 2x + 5 = (x 2 + 2x + _) + 5-__ = (x 2 + 2x + l) + 5-l = (x 2 + 2x + l) + 4 = (x + l) 2 + 2 2 
Luego se admite como forma equivalente a la anterior: 

{dx - f — -3Í — ? — r- , Sea: w = x + \,dw = dx\a = 2 , luego: 

J J u J (x + l) 2 + 2 2 
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t rdu r dw , , 1 w 

= dx- 3 —5 r- = x-ir¡ \u -3— arcrg — he 

JJ w J w+a a a 

/) I 2 o el 3 x + 1 

= x — iTj\x + 2x + 5 — arcre he 

1 1 2 2 

_ r x 2 dx . i 2 . -i 3 x + 1 

Respuesta: — ; = x-/nx +2x+5 — arcr? -he 

J x 2 +2x + 5 1 1 2 2 

5.5.-Encontrar: f , 2x ~ 3 — <¿x 
J x 2 +2x + 2 

Solución.- Sea:w = x 2 + 2x + 2,du = (2x + 2)dx 

r 2x-3 , p2x + 2-5. p 2x + 2 , _r dx 

— ; dx= — dx= — dx-5\— 

J x 2 +2x + 2 J x 2 + 2x + 2 J x 2 + 2x + 2 J x 2 + 2x + 2 

= J^/x-5j 2 dx , Completando cuadrados: 

x 2 + 2x + 2 = (x + l) 2 + l 2 . Luego: 
■ du , _ r dx 



í dx - 5 f — - , Sea: w = x + l,du = dx\a = 1 . Entonces se tiene: 

J u J (x + 1) 2 +1 2 

f^¿/x-5|' f X = lr/\u\-5 — arcrg — + c = ^7/lx 2 + 2x + 5|-5arcrg(x + l) 



r 2x-3 i 
Respuesta:] — dx = lrj\x 2 + 2x + 5|-5arcz-g(x + l) + c 



x z +2x + 2 

5.6.-Encontrar: [ dx = 

J Vx 2 -2x-8 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: x 2 -2x-8 = (x-l) 2 -3 2 

[ , ^ X =■ = [ -. ^ X , Sea:w = x-l,dw = dx;a = 3 
J Vx 2 -2x-8 J VU-l) 2 -3 2 



= f . dW — = ÍT]\w + \jw 2 -a 2 +c = £rj x-l + yjx 2 -2x-8 
Vw 2 -a 2 ' 

Respuesta: f . ^ x = = tr¡ x-lWx 2 -2x-8 
J Vx 2 -2x-8 



-he 



+ c 



xJx 



5.7.-Encontrar: J 

Vx 2 -2x + 5 

Solución.- Sea:w = x 2 -2x + 5,¿/w = (2x-2)<¿x. Luego: 
| xdx _ 1 1 2x¿/x _ 1 1 2x-2 + 2 ^ 
Vx 2 -2x + 5 2 7x 2 -2x + 5 2 ^x 2 - 2x + 5 

1 r (2x-2)dx 2 r dx l r du r dx 



ir yzx-z)ax z r ax _ 1 c au r 
" 2 ' Vx 2 -2x + 5 + 2 ' Vx 2 -2x + 5 ~2 ' VT + ' Vx 2 -2x + 5 
Completando cuadrados se tiene:x 2 + 2x + 5 = (x-l) 2 + 2 2 . Por lo tanto: 



dx 



= — \u ^du + \— r 
2 J J 4 



V(x-l) 2 +2 2 

(¿W 1 



. Sea: w = x - 1, du = dx; a = 2 



w 2 + a 2 



i } 

/A 

- 4x 2 + 2x + 5 + lrj x-l + yjx 2 -2x + 5 



'■■j + 4w 2 +a 2 



+ C = U /l +ÍT] 



■ Vv 



w + Vw 2 + a 2 



+ c 



+ c 



xdx 



= yj x 2 -2x + 5 +Itj x-l + \lx 2 -2x + 5 



+ c 



Respuesta: J ._ 

\¡x 2 -2x + 5 

5 A-Encontrar:}^* 

V2x-x 2 

Solución.- Sea: w = 2x-x 2 ,du = (2-2x)dx .Luego: 
(x + l)dx 1 f -2(x + l)<ix _ _ 1 K-2x-2)¿/x __ 1 r (-2x + 2-4)<¿x 



I 



V2x"- 



V2~7- 



lc(2-2x)dx 4 



<ix 



2 J v2x-x 
l r du . r 



2' 

dx 



V2~7- 



2 J V2x-x 2 2J V2x-x 2 2^ ¡ ^2x-x 2 
Completando cuadrados: 2x - x 2 = -(x 2 - 2x) = -(x 2 - 2x + 1 - 1) = -(x 2 - 2x + 1) + 1 
= -(x-l) 2 + l = l-(x-l) 2 . Luego la expresión anterior es equivalente a: 

= -—[u l//l du + 2 f , ^ X = . Sea: w = x-l,dw = dx;a = 1. Entonces: 

= _ — 7 \ t / du + 2¡ d™ == = _ u Yi +2arcsen — + c = -y¡2x-x 2 +2arcsen(x-l) + c 



Respuesta: J 



(x + l)dx 
42x-x 2 



= -y¡2x-x 2 +2arcsen(x-l) + c 



5.9.-Encontrar: J 



xdx 



V5x 2 -2x + l 

Solución.- Sea:w = 5x 2 -2x + l,<íw = (10x-2)<ix. Luego: 
xdx _ 1 r lOxdx 
~ 1 n J 



1 f (10x-2 + 2)dx 



(• xax i p iuxax i r 

V5x 2 -2x + l 10 J V5x 2 -2x + l 10 J ^5x 2 -2x + l 
1 (• (10x-2)dx 2j- <¿x _ \ tdu Ir- 

"10 J V5x 2 -2x + l 10 J V5x 2 -2x + l ~10 J 4u 5> Jtf -2x + l 
1 (• du 1 (• 
ToJ 5 J 



<¿x 



dx 



— lu^ 2 du-\ — \= í — ¡= 
10 J 5V5 J ^ 



dx 



2 _2/ x+ LA 



Completando cuadrados: x 2 -^x + ^ = (x 2 -^x + ) + ^ 

, 2 2 1,11 

= (x — x + — ) + 

5 25 5 25 



(x- j^) 2 + ( 2 / /) 2 , Luego es equivalente: 
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— \u l/<1 du-\ — \= í 
10 J 5^ J 



dx 



r- i = , Sea: w-x- X¿ ,dw = dx\a = % , 



Entonces: = — [u^du + —^= [—, 
10 J 5>/5 J V 



'5' 
dw 



1 , 



w 2 +a 2 10)/ 5^5 



• Vv 



w + Vw 2 + a 2 



+ c 



^5x 2 -2x + l 1 „ 
5 5^5 

Xúfx 



1 ^5x 2 -2x + l 
x 1 j= 

5 V5 



+ c 



Respuesta: J 



V5x 2 -2x + l V5 „ 

, = = + — lr¡ 

V5x 2 -2x + l 5 25 



1 V5x 2 -2x + l 
x 1 ¡= 

5 V5 



+ c 



5.10.-Encontrar: J 



x<¿x 



V5 + 4x- 



Solución.-w = 5 + 4x-x 2 ,du = (4-2x)dx. Luego: 

xdx 1 r -2xdx 1 r (-2x + 4 - 4)<ix 



I 



V5 + 4x-x 2 2 \/5 + 4x-x 2 2 \/5 + 4x- 



1 f (4-2x)Jx 4 



+ - 



dx 



1 r du „ r 



(¿X 



=-if ( - , ._ 

2J V5 + 4x-x 2 2J V5 + 4x-x 2 2j Vw J V5 + 4x-x 2 
Completando cuadrados: 5 + 4x-x 2 =-(x 2 -4x-5) = -(x 2 -4x + 4-4-5) 
= -(x 2 -4x + 4) + 9 = 9-(x-2) 2 =3 2 -(x-2) 2 . Equivalente a: 

= --¡u i/2 du + 2¡—i= dx Sea:w = x-2,dw = dx;a = 3. Entonces: 
2 ! J ^3 2 -(x-2) 2 

= --]u y2 du + 2] 



vv 



1 m K „ w 
^——^ + 2arcsen — + c 
Í V, a 



= -yj5 + 4x-x 2 + 2arcsen- — - + c 

3 

xJx r - 7 ^ x-2 

= -V5 + 4x-x +2 ares en + c 



Respuesta: f . 

J V5 + 4x-. 

5.11. -Encontrar: f —. dx = 

J V2 + 3x-2x 2 
Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

2 + 3x-2x 2 = -(2x 2 -3x-2) = -2(x 2 - 3 Áx-\) = -2(x 2 --x + — -— ) 

/ 2 2 16 16 



, 2 3 9 25 

(x — x + — ) 

2 16 16. 

dx 



= -2 

W2 + 3x-2x 2 ' 



= -2 

dx 



{(X) 2 -( 



(^-X) 2 -(%) 2 ]= 2 

— -ü- 



(%) 2 -(--%) 2 

dx 



luego 



74- 



x--A) 



( 5 /4) 2 -(--%) 2 



Sea: w = x- y A ,dw = dx,a = y . Luego: 



_ 3/ 

Ir dx 1 r dw 1 w 1 x 7 a 

= —¡=\ . =—¡=\ . =—¡=arcsen — + c = — ¡ =as:csen — -v^ + c 

V2 4x-3 

= ares en + c 

2 5 

_ p dx v2 4x-3 
Respuesta: . = = — ares en + c 

J V2 + 3x-2x 2 2 5 

5.12. -Encontrar:f^^ 

J 3x 2 + 12x + 42 

Solución. - 

r <ix _ r dx Ir dx Ir <ix _ 

■I 3x 2 + 12x + 42~J 3(x 2 +4x + 14) "3J (x 2 +4x + 14) ~3* (x 2 + 4x + 4 + 10) ~ 

Ir dx Ir <ix 11 x + 2 

= — =- — = — ^arcrg ¡ — +c 

3 J (x + 2) 2 + 10 3 J (x + 2) 2 +(VÍ0) 2 3 VÍO VÍO 
_ r <ix VIO x + 2 

Respuesta: — , = are re— ¡=+c 

J 3x 2 +12x + 42 30 VÍO 

r 3x-2 

5.13. -Encontrar: — ; dx 

J x 2 -4x + 5 

Solución.- Sea\u = x 2 -4x + 5,du = (2x-4)dx , Luego: 



f : X ~ L d x = 3¡^ 2Í^^ = 3Í^^_ 2 f 

J x -4x + 5 J x -4x + 5 J x -4x + 5 J x -4x + 5 J 

_ r (x — 2) , r _ r é/x 3 r du .r dx 

= 3 — + 6 — 2 — = — + 4 -= 

J x -4x + 5 J x -4x + 5 J x -4x + 5 2 J « J x -4x + 5 

3 rdu .r dx 3 . i 2 . ,i . r dx 
= _ — + 4 _ = _^^ x 2 _4 x + 5 +4 — 

2 i/ J (x 2 -4x + 4) + l 2 1 1 J (x-2) 2 +l 

3 



2 



^^|x 2 -4x + 5| + 4arcrg(x-2) + c 



Respuesta: í— dx = -lri\x 2 -4x + 5| + 4arcrg(x-2) + c 
J x -4x+5 2 1 1 

EJERCICIOS PROPUESTOS 

Usando Esencialmente la técnica tratada, encontrar las integrales siguientes: 

5.14.-j"Vx 2 +2x-3dx 5.15.-jVl2 + 4x-x 2 £/x 5.16.- JVx 2 + 4xdx 

5.17.-JVx 2 -8xdx 5.18.-JV6x-x 2 dx 5.19.- [ ( 5 ~ Ax "> dx 

J Vl2x-4x 2 -8 
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5.20.- j* 
5.23.- [ 

J A „2 



xdx 



^27 + 6x-x 2 
dx 



4x 2 + 4x + 10 
2 r {x + y^dx 



i 



5.26. 

3 J 9x 2 -12x + 8 

5.29.- f 3dx = 

J V80 + 32x-4x 2 

5.32.- J Vl2-8x-4x 2 ¿/x 

5.35.- f ?- x)dx 
J V8 + 2x-x 2 

5.38.- f ( 2 X + 2)Jx 
J x 2 + 2x + 2 

5.41.-[|^- 

J x 2 + 2x + 2 



5.21.- 


- (x - \)dx 


3x 2 -4x + 3 


5.24.- 

• 


■ (2x + 2)dx 
x 2 -4x + 9 


5.27.- 


(x + fi)dx 


/c /I „ 2 
V J — 4X — X 


5.30.- 


dx 


i 

Vl2x-4x 2 -8 


5.33.-, 


Jx 2 -x + y^dx 


5.36.- 


xdx 


x 2 + 4x + 5 


5.39.- 


• (2x + í)dx 
x 2 +8x-2 



5.22.-J 
5.25.- J 
5.28.- J 

5.31 .-J 



5.34.- [-¡-i 
5.37.- J 

5.40.- J 



i2x - 3)dx 
x 2 + 6x + 15 
(2x + 4)<ix 

^4x-x 2 

2x 2 + 20x + 60 
5dx 

V28-12x-x 2 
dx 

x 2 -2x + 5 
(2x + 3)dx 

4x 2 + 4x + 5 

¿/x 



V-x 2 - 6x 



RESPUESTAS 



x 2 - 2x - 3dx 



5.14,-jV 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

x 2 -2x-3 = (x 2 -2x + l)-3-l = (x-l) 2 -4 = (x-l) 2 -2 2 
Haciendo: u = x-\,du = dx\a = 2 , se tiene: 

| Vx 2 - 2x - 3<ix = j" -sjix-l) 2 -2 2 dx = j" Vi/ 2 -a 2 du 

= —u\lu 2 - a 2 - — a 2 £r}\u + \lu 2 - a 2 \ + c 
2 2 I I 

= |(x-l)V(x-l) 2 -2 2 ~^2 2 £rj (x-l) + V(x-l) 2 -2 2 
= -(x-1)a/x 2 -2x-3-2^ (x-1) + a/x 2 -2x-3 



+ c 



+ c 



5.15.-jVl2 + 4x-x 2 ¿/x 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

12 + 4x - x 2 = -(x 2 - 4x - 1 2) = -(x 2 - 4x + 4 - 12 - 4) = -(x 2 - 4x + 4) + 1 6 
= 4 2 -(x-2) 2 

Haciendo: u = x-2,du = dx;a = 4 , se tiene: 

j" Vl2 + 4x-x 2 dx = j" ^4 2 -(x-2) 2 dx = j" 4a 2 -u 2 du = —u4a 2 -u 2 + — a 2 ares e n — + c 
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-(x-2)J4 2 -(x-2) 2 +-4 2 arcsen^^ + c 
-(x-2)a/12 + 4x-x 2 +8arcsen ^ ^ +c 



5.16.- JV¡ 



/ x +4xdx 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

x 2 + 4x = (x 2 + 4x + 4)-4 = (x + 2) 2 -2 2 
Haciendo: u = x + 2,du = dx;a = 2 , se tiene: 



+ c 



jVx 2 +4xdx = ^(x + 2) 2 -2 2 dx = JVw 2 -a 2 du 

= —u^Ju 2 -a 2 - — a 2 in u + ^Ju 2 -a 2 \ + c 
2 2 I 

= |(x + 2)7(x + 2) 2 -2 2 ~2 2 £tj (x + 2) + ^/(x + 2) 2 -2 2 +c 
= Cx+_Vj x 2 +4x _ 2f j7 ( x + 2) + A /x 2 + 4x +c 

5.17. -jVx 2 -8xdx 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

x 2 - 8x = (x 2 - 8x + 1 6) - 1 6 = (x - 4) 2 - 4 2 
Haciendo: w = x-4,du = dx;a = 4 , se tiene: 

P / 2 2~~ / 2 2~ / 2 2~~ 2 / 2 

U/(x-4) -4 dx = \Ju -a du = —usu -a — atr/u + \lu -< 
J 2 2 

= I( x -4)^/(x-4) 2 -4 2 -i-4 2 £77 (x-4) + ^(x-4) 2 -4 2 +c 
= (x-4)^ 2 _ 8 ^_^^ ( x _ 4) + > / x 2_ 8x +c 

5.18. -jV6x-x 2 ¿/x 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

6x-x 2 = -(x 2 - 6x) = -(x 2 - 6x + 9 - 9) = -(x 2 - 6x + 9) + 9 = 3 2 - (x - 3) 2 
Haciendo: w = x-3,du = dx;a = 3, se tiene: 

f / 2"" / 2 2~"~ / 2 2~ / 2 2~"~ 2 

\\l6x-x dx = J3 -(x-3) dx = \/a -u du = —u\¡a -u + — a arcsen — 
J 2 2a 

= -(x-3)J3 2 -(x-3) 2 +-3 2 arcsen^^ + c 
2 y 2 3 

(x-3) r, 2 9 x-3 

= Vox-x + — arcsen + c 

2 2 3 

5.19-f , (5 - 4x)dx 
J Vl2x-4x 2 -8 

Solución.- Sea\u = \2x-\x 2 -S,du = (12-Sx)dx 



(5-4x)dx r (-4x + 5)dx 1 r 2(-4x + 5)dx 1 r (-8x + 10)<ix 



J Vl2x-4x 2 -8 J Vl2x-4x 2 -8 2 J Vl2x-4x 2 -8 2 J ^12x-4x 2 -8 
_ 1 r(-8x + 12-2)<ix _ 1 r (-8x + 12)dx _ r dx 

2 J Vl2x-4x 2 -8 2 J Vl2x-4x 2 -8 J Vl2x-4x 2 -8 

Ir (-8x + 12)dx (• dx Ir (Sx + Í2)dx Ir dx 

2^ Vl2x-4x 2 -8 ^4(3x-x 2 -2) 2~J Vl2x-4x 2 -8 ^ Sx-x 2 -2 
Completando cuadrados se tiene: 

3x - x 2 - 2 = -(x 2 -3x + 2) = -(x 2 -3x + -- - + 2) = -(x 2 - 3x + -) + -- 2 

4 4 4 4 

= -(x-%) 2 +i = (i) 2 -(x-^) 2 
/L 4 2 2 



1 r (Sx + Í2)dx Ir dx 
"2 J Vl2x-4x 2 -8"2"J^ ) 2_ (x _ 

Haciendo:w = 12x-4x 2 — S,du = (12 — 8x)dx y w = x-^,dw = dx, entonces: 

\ r du \ r dw 1 u/ 1 1 w 

"2-1 V^ _ 2'Tv 



/2 ; 



- — arcsen— ^ + c 



</ 2 )W 2 > 2 

= - — arcsen2w + c = Vl2x-4x 2 -8 - — ares e n(2x - 3) + c 
2 2 

_ p xdx 
5-20.- J _ 

J V27 + 6x-x 2 
Solución.- Sea: u = 27 + 6x- x 2 ,du = (6-2x)dx 
r xdx 1 r -2xdx 1 r (— 2x + 6 — 6)dx 

* V27 + 6x-x 2 2"J V27 + 6x-x 2 2"J V27 + 6x-x 2 

Ir (-2x + 6)dx dx _ 1 r é/m dx 

^ V27 + 6x-x 2 V27 + 6x-x 2 2J ^ V27 + 6x-x 2 

Completando cuadrados se tiene: 

27 + 6x - x 2 = -(x 2 - 6x - 27) = -(x 2 -6x + 9- 9-27) = -(x 2 - 6x + 9) + 36 
= 6 2 -(x-3) 2 , Luego: 

1 f -y , _f <ÍX 1 X-3 

= — I i/ «w + 3 1 , = — 7 — tt + 3 are s e n + c 

2J J^_ (x _ 3) 2 x y, 6 



7 

= -w^ + 3 ares e n — — - + c = -^21 + 6x-x 2 + 3 ares e n — — - + c 



5.21.- f 



6 6 

(x - l)<ix 



3x 2 -4x + 3 

Solución.- Sea:w = 3x 2 -4x + 3, du = (6x-4)dx 

(x-Y)dx 1 r (6x-6)dx 1 r(6x-4-2)dx 1 r (6x-4)dx 1 r dx 



r (x-l)cix _ l r (Oi-ojítt _ l Mdx-4-Z)ííx_ l r (DX-4ja ir 
■I 3x 2 -4x + 3 "ó-* 3x 2 -4x + 3 ~ 6* 3x 2 -4x + 3 ~6-'3x 2 -4x + 3 3-"3x z -4x + 3 
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r au i r dx 1 rdu 1 r dx 

6JT~3J3jc 2 -4jc + 3~6JT~3-L,..2 4 

_l rdu 1 (• 
"fiJ » Q J , 



3(x'--x + l) 



6 J w 9 J (x 2 -Vx + l) 

Completando cuadrados se tiene: 

2 4 4 A. . A . 2 A 4 5 ?/ ,Jk/. 2 

x — x + l = (x — jc + -) + 1 — = (x — x + -) + - = (x-%) + ( v A ) 
3 3 9 9 3 9 9 /3 /3 

- 2/ 

Irá lf dx 1 . i i 1 1 x /3 

= — ¡=— ; — = —£n\u\ ^-¡arcTg — =^ + c 

óJ M 9J (x-2/) 2 + (^) 2 6 " 9 ^ S Á 

1 o h 2 „ , J V5 3x-2 
= — £rc 3x -4x + 3 arcr? — ¡^ + c 

6 1 1 15 V5 



5.22, J 



(2x-3)dx 



x 2 + 6x + 15 

Solución.- Sea:w = x 2 + 6x + 15,dw = (2x + 6)dx 
r (2x-3)dx r (2x + 6-9)dx r (2x + 6)dx r dx 



_ r (,zx + o;ax 



= rá _ 9 r dx Completando cuadrados se t ¡ ene: 



x 2 + 6x + 15 J x 2 + 6x + 15 J x 2 +6x + 15 J x z +6x + 15 
■ du r dx 

w x 2 + 6x + 15 

x 2 + 6x + 1 5 = (x 2 + 6x + 9) + 1 5 - 9 = (x + 3) 2 + 6 2 = (x + 3) 2 + (>/ó ) 2 

= f~~ 9 f 777^777^ =l77|* 2 + 6x + 15|-9-j=arcrg^¿ + c 



(x + 3) 2 + (V6) 2 1 1 " 1 Vó ' Vó 



. i 2 , 1c i 3Vó x + 3 
= in\x +6x + 15 arcrg — ^ + c 

1 1 2 5 V6 

5.23.- 

J 4x 2 + 4x + 10 

Solución. - 

r dx r dx 1 r dx 



-\—r——rr > Completando cuadrados: 



J 4x 2 + 4x + 10 J 4(x 2 +x+5^) 4 J ( x 2 + x +5^) 

9 5-9 1\ 5 1. 1\? 9 . 1\? s^\2 

x +x + - = (x +x + -) + = (x + -) +- = (x + -) +(-) 



2 4 2 4 



-Ir 

4J . 1 



dx 11 x + /2 1 2x + l 



arc2"g — ^r^ + c = —arcrg + c 



(2x + 2)dx 



5.24,í^ 

J r — 



x -4x+9 

Solución.- Sea:w = x 2 -4x + 9,dw = (2x-4)dx 



(2x + 2)dx f(2x-4 + 6)dx r(2x-4)dx r dx 



+ 6f- 



= f— +6Í - dx , Completando cuadrados se tiene: 



x 2 -4x + 9 J x 2 -4x + 9 J x 2 -4x + 9 J x 2 -4x + 9 

• du . r ¿/x 

— + 6 ~5 

w J x -4x + 9 

x 2 -4x + 9 = (jc 2 -4jc + 4) + 9-4 = (jc-2) 2 + 5 = (x-2) 2 + (V5) 2 ! 

cdu dx „ i i ^ 1 * _ 2 

= — + 6 ¡= — = £/7 u +6— ¡=arcre — t^ + c 

J M J ( X _ 2 ) 2 + (V5) 2 11 S S 

. i 2 , „i 6^5 x-2 
= ír¡\x -4x + 9| + — ^ arcrg -j= +c 



5.25.- J 



(2x + 4)dx 

2 



\j4x-x~ 

Solución.- Sea: w = 4x-x 2 +9, = (4-2x)dx 
■(2x + 4)dx r(-2x-4)dx r (-2x + 4 - 8)dx r(-2x + 4)dx r dx 



mzx + ^ox r {—z.x — ^)ax m -zx + <+ - o;ax m — zx + <+;ax ^ r 
^4x-x 2 ^4x-x 2 ^4x-x 2 ^4x-x 2 ^/4x^ 

= -Jm"^¿/m + 8J dx =, Completando cuadrados se tiene: 

4x-x 2 = -(x 2 - 4x) = -(x 2 - 4x + 4 - 4) = -(x 2 - 4x + 4) + 4 = 2 2 - (x - 2) 2 

= -[u ^du + ül , ^ X ^ = -2m^ + 8arcsen- — - + c 
J J ^2 2 -{x-2f 2 

= -2^4x-x 2 + 8arcsen- — - + c 

2 

3/ 



■x 2 



5.26.--J 



2 f ( x + 72)^ x 



3 J 9x 2 -12x + 8 



Solución.- Sea:w = 9x 2 -12x+8,dw = (18x-12)dx 

2f + _2 1 r (18x + 27)¿/x _ 1 r (18x + 27)¿/x _ 1 r (18x- 

3 J 9x 2 -12x + 8 ~ 3 18 ■> 9x 2 -12x + 8 ~ 27 J 9x 2 -12x + 8 ~ 27 ■> 9x 2 ■ 

1 r (18x-12)rfx 39 r ¿/x _ J_ <• du 39 r ¿/x 
~27J 9x 2 -12x + 8 + 27-' 9x 2 -12x + 8 ~ 27 ■> V + 27 ■> 9(x 2_4^ + 8 

3 9 

l rdu 39 r dx 
+ - 
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27 J u 27x9 J ,2 4 8 
(x — x + — ) 

3 9 

Completando cuadrados se tiene: 

^_£+8 = (jc 2_4 jc+ 4 ) + 8_4 = (jc _2/ ) 2 + 4 / = ( x -2/)2 + ( 2/)2 
3 9 3 9 y 9 9 /9 Z3 7 V3 7 



1 r du 39 r dx 1 „ , , 39 1 x ~% 

27 J u 27x9J(x-2/) 2 + (2/) 2 27 27x9 V 2/ 
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1 /, u 2 ,„ j 13 3x-2 

= — In \9x -12jc + 8 arcr? + c 

27 1 1 54 2 

5.27.- f ; (x + 6)Jx 
J V5-4x-x 2 

Solución.- Sea:w = 5-4x-x 2 ,<iw = (-4-2x)dx 

r (x + 6)dx _ 1 r(-2x-\2)dx __ 1 ¡- (-2x-4-8)<¿c 

•W5-4x-x 2 ~ 2' V5-4x-x 2 ~ 2* ^5-4x-x 2 

1 r (-2x-4)dx r dx \ t du r dx 



r (-zx-4-iax . r ax i r au A r 



2 J ^5-4x-x 2 J ^5-4x-x 2 2 J J ^5-4x-x 2 

Completando cuadrados se tiene:5-4x-x 2 = 9-(x + 2) 2 = 3 2 -(x + 2) 2 

1 r du A r dx i— . x + 2 
= — —¡= + 4 ¡ = = -Vw + 4 ares e n + c 

2 J V^ J ^/ 3 2 -(x + 2) 2 3 

= -y¡5-4x-x 2 +4arcsgn X + ^ + c 

3 

5.28.- f - dx 

J 2x 2 +20x + 60 

Solución. - 

í — z — — = -f— ; — — , Completando cuadrados se tiene: 

J 2x 2 +20x + 60 2 J x 2 + 10x + 30 

x 2 + lOx + 30 = (x 2 + lOx + 25) + 5 = (x + 5) 2 + (JE f 



dx 11 x + 5 V5 x + 5 

are rg — -j=r- + c = — are tg — ¿=r- + c 



2 J (x + 5) 2 + (^) 2 2^5 y¡5 10 V5 

5.29. - f 3úfc _ 

J V80 + 32x-4x 2 
Solución. - 

r 3dx _ (• 3<ix _ 3 r dx 

J V80 + 32x-4x 2 J V4(20 + 8x-x 2 ) 2 J ^/(20 + 8x-x 2 ) 

Completando cuadrados se tiene: 

20 + 8x - x 2 = -(x 2 - 8x - 20) = -(x 2 - 8x + 1 6 - 20 - 1 6) = -(x 2 - 8x + 1 6) + 36 

= -(x-4) 2 + 6 2 =6 2 -(x-4) 2 

3 r dx 3 x-4 
= — , =— aresgn he 

2 J ^/6 2 -(x-4) 2 2 6 

5.30. - f , dx 

J V12x-4x 2 -8 
Solución. - 

<■ dx _ (• dx _ 1 (• dx 

Vl2x-4x 2 -8 ^4(-x 2 +3x-2) 2J ^(_ X 2 +3 X _2) 
Completando cuadrados se tiene: 



-x 2 + 3x - 2 = -(x 2 -3x + 2) = -(x 2 -3JC + -+ 2— ) = -(x 2 - 3x + -) + - 

4 4 4 4 



= 2¡ ir. 



dx 



1 x- 
• = — arcsen- 



5dx 



3/f 2 



/? 1 

+ c = — ares e n(2x - 3) + c 

1/2 



, Completando cuadrados se tiene: 



5.31 .-í 

J V28-12x-x 2 
Solución. - 

- 1 V28-12x-x 2 V28-12x-x 2 
28-12x-x 2 =8 2 -(x + 6) 2 

í& - * + 6 
= 5 ¡ =5 ares en + c 

J V8 2 -(x + 6) 2 8 

5.32. - J 4\2-%x-\x 2 dx 
Solución.- Sea: m = x + l,dw = dx;a = 2 

J 4\2-%x-\x 2 dx = J ^A{3-2x-x 2 )dx =2j ^3-2x-x 2 dx 

Completando cuadrados se tiene: 

3 - 2x - x 2 = -(x 2 + 2x - 3) = -(x 2 + 2x + 1) + 4 = 2 2 - (x + 1) 2 

2 f a/2 2 -(x + 1) 2 ¿/x = 2 [ -Jc^-u 2 du = 2(—u\ja 2 -u 2 + — aresen— ) + c 
J J 2 2a 

= (x + 1)4 -x 2 -2x + 3 + 4 ares e n + c 

2 

5.33. - ^x 2 -x + Y A dx 

Solución.- Sea: u = x- y^,du = dx;a = 1 
Completando cuadrados se tiene: 

x 2 -x+y A ={x-y 2 f +\ 



^jx 2 - x + -y^dx = tJ(x — +ldx = Vw 2 + a 2 du 

4Ü 2 



i r 

= —u\ju 
2 

1 



2 +a 2 +-a 2 tn 
2 



u + \lu 2 + a 2 



+ c 



= -(x- }A)\¡x ¿ -x+V, +-lr/ 



•- 1/ 



+ 



x+ - 



-(2x-l)^x 2 -x + Y +-tr¡ x-j/^ + ^jx 2 -x+ 



4 

5 - 34 "í 



+ c 



+ c 



dx 



x -2x+5 
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Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

x 2 -2x + 5 = (x 2 -2x + 4) + l = (x-2) 2 + l 




r ax r ax . 

— --, = = arcrg(x-2) + c 

J x 2 -2x + 5 J (x-2) 2 +l 



J V8 + 2x-x 2 

Solución.- Sea:w = 8 + 2x- x 2 ,du = (2-2x)dx = 2(l-x)dx 




r xdx 
J x +4x + 5 



Solución.- Sea:w = x 2 + 4x + 5,du = (2x + 4)dx 
r xdx Ir 2xdx _ 1 r (2x + 4)-4^ 



•*x 2 +4x + 5 2Jx 2 + 4x + 5 2Jx 2 +4x + 5 



1 r(2x + 4)dx ^r dx l rdu ^r dx ^ , , , , 

= - —: 2 — = 2 — , Completando cuadrados se 

2 J x 2 +4x + 5 J x 2 + 4x + 5 2 J u J x 2 + 4x + 5 



= -ir¡\x 2 + 4x + 5|-2arcrg(x + 2) + c 

5.37.- f (2 2 X + 3¥x 

J 4x +4x + 5 

Solución.- Sea:w = 4x 2 + 4x + 5,<iw = (8x + 4)úfx 
r (2x + 3)Jx _ 1 r (8x + 12)¿/x _ 1 r (8x + 4) + 8 
•Mx 2 + 4x + 5 4-Mx 2 +4x + 5 4-Mx 2 + 4x + 5 

1 r (8x + 4)<ix _r dx 1 rdu ^r dx 1 rdu ^r dx 

-\—7 — + 2 \—, = -\— + 2 \—7 = -\— + 2 \ — ; ft" 

4 J 4x +4x + 5 J 4x +4x + 5 4 J u J 4x +4x + 5 4 J u 3 4(x + x + 5 Á) 



tiene: x 2 + 4x + 5 = (x 2 + 4x + 4) + 1 = (x + 2) 2 + 1 



l rdu .r dx 1 . , . _ 

= — 2 = — ztj\u\ — 2 are t s(x + 2) + c 

2 J u J (x + 2) 2 +l 2 11 



l rdu Ir 



dx 



Completando cuadrados se tiene: 





4 4 




Solución.- Sea:w = x 2 + 2x + 2,du = (2x + 2)dx 
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(x + 2)dx _ 1 r (2x + 4)dx _ 1 r (2x + 2) + 2 _ 1 r (2x + 2)dx + r dx 

2-*x 2 + 2x + 2 2^ x 2 + 2x + 2 2* x 2 + 2x + 2 ¿ x 2 + 2x + 2 



x +2x + 2 
1 cdu 

~2 



rdu p 



dx _l r du (• dx 
x 2 +2x + 2~2*~u~ + * ' 1x2 



(x + 1) 2 + 1 



1 



1 



= —ir¡\u\ + arcT g{x + \) + c = —ir¡\x + 2x + 2| + arcrg(x + l) + c 
5.39.- 

J x 2 +8x-2 



Solución.- Sea: u = x 2 + 8x - 2, du = (2x + 8)dx 
r (2x + l)dx _ r(2x + 8)-7dx _ r (2x + 8)dx r 
•'x 2 + 8x-2~-' x 2 + 8x-2 ~Jx 2 + 8x-2 •> 
fáü r dx r du 



dx 



x z + 8x-2 
dx 



rau r 

- 1 8 ~ J » J 



x 2 + 8x-2 
dx 



x 2 +8x + 16)-18 J u J (x + 4) 2 -(3V2) 2 



= lr¡\u\-l 



2(3^2) 



^77 



(x + 4)-(3V2) 



+ c 



= ^|x 2 + 8x-2|--^¿/7 



(x + 4) + (3V2) 
(x + 4)-(3V2) 



12 



(x + 4) + (3V2) 



+ c 



dx 



5.40.- j",— 

v -x 2 - 6x 

Solución.- Completando cuadrados se tiene: 



I 



■ 6x = -(x 2 + 6x) = -(x 2 + 6x + 9) + 9 = 3 2 - (x + 3) 2 

dx x + 3 

ares e n h c 



V3 2 -U + 3) 2 

(x-l)dx 



5.41 .-j 



x 2 + 2x + 2 



Solución.- Sea:w = x 2 + 2x + 2,dw = (2x + 2)dx 
(x-l)dx 1 r(2x + 2)-4 J l f (2x + 2)dx 



•f x 2 +2x + 2 



2 J x 2 + 2x + 2^ X 2 •> x 2 + 2x + 2 ~ J x 2 + 2x ¡ 2 



4 



dx 



dx 



1 rdw 

, ■ _2 | _ 2 

2 J w J x+2x + 2 2 



= -f — -2f 



dx 1 . i . _ , 

= = — iri \u -2arcrg(x + l) + c 

(x + 1) +1 2 1 1 



= — £77 |x +2x + 2|-2arcí-g(x + l) + c 



CAPITULO 6 



INTEGRACION POR SUSTITUCION TRIGONOMETRICA 

Existen integrales que contienen expresiones de las formas: a 2 -x 2 ,a + x 2 

x 2 -a 2 , las que tienen fácil solución si se hace la sustitución trigonométrica 

adecuada. A saber, si la expresión es:a 2 -x\ la sustitución adecuada es: 

x = asend ó x- a cosí?. Si la expresión es:a 2 +x 2 , entonces: x- asee 



EJERCICIOS DESARROLLADOS 



1. Encontrar: j 



dx 



Solución.- Dada le expresión: 4 -x 2 , la forma es:a 2 -x 2 , la sustitución adecuada 

es:x = asenO o sea: x = 2sen0 :. dx = 2cos6d6 . Además: s en = — . Una figura 

a 

auxiliar adecuada para ésta situación, es: 




V2 2 -* 2 



I 



dx 



dx 



í 



IcosOdO 



í 



IcosOdO 



V(4-x 2 ) 3 J V(2 2 -* 2 ) 3 J V(2 2 -2 2 s e n 2 ^) 3 ¡ ^ (2 \l-sen 2 0)J 
2cos0d0 r2cos0d0 r2cos0d0 1 r d0 1 



J 



_ (• ¿cosuau _ (• 



? 2 



Jsec 2 <9¿/<9 



7(2 2 eos 2 6>) 3 J (2cos6>) 3 J 2 3 cos 3 2 2 J eos 2 6> 4 
= - Ísec 2 #<i<9 = -z-g6> + c . A partir de la figura triangular se tiene: 

AJ A 



rg0 = — F ^=, Luego: -rg0 + c = - ¡ * +c 

^7 4 4Vw 



Respuesta: J 



dx 



y¡(4 -x 2 ) 3 4^/4_ x : 



r + C 



6. 2. -Encontrar: f ^ 25 x ¿ fe 



Solución. 
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-dx , la forma es: a -x , luego: 



Sea: x = 5 s e n :. dx = 5 eos OdO , ^5 2 -x 2 = 5 eos 



Además: s en 6 = 



r ^5 2 -x 2 d x _ r / eos 05 eos OdO _ r eos 2 6>¿¿é> _ r (1 - s e n 2 <9)¿/6> 



=5Í-*«- 
J señé* 



/senO J señé* J sen^ 

- 5 j" s e n 6>¿/6> = 5 j" eos ec6> - 5 j" s e n 6>cf6> 



= 5£tj\cos ecO-corgO\ + 5cos0 + c . 
De la figura se tiene: 




cosecO = —,corgO X —, luego: 

X X 



= 5ir¡ 



5 V25-jc 2 
x x 



+ 



sÍ25- 



5-7^ 



+ 



x +c 



Respuesta: J 



V2T 



-dx = 5ir¡ 



dx 



5-^25-x 2 



+ 



V25^ 



x +c 



6. 3. -Encontrar: í , 

J V(4x-x 2 ) 3 

Solución.- 4x - x 2 = -(x 2 - 4x) = -(x 2 - 4x + 4 - 4) = 4 - (x 2 - 4x + 4) = 2 2 - (x - 2) 2 
dx r dx 



I 



la forma es: a 2 -u 



V(4x-x 2 ) 3 J (V2 2 -(x-2) 2 ) 3 

Luego: x-2 = 2sen 6. :dx = 2cos0d0 , ^2 2 -(x-2) 2 = 2cos6> 
x-2 



Además: s en 6> = 



I 



<ix 



r lcosddd Ir d9 1 

(^2 2 -(x-2) 2 ) 3 ~ 2 3 eos 3 6> ~ 4 J eos 2 6> ~ 4 



ísec 2 OdO = -TgO + c 

J A 



De la figura se tiene: 
Pero: rg<9 




Víx"- 



, luego: -rg6> + c = — +c 



^4-(x-2) 2 =^4x-x 2 



Respuesta: J 



X 

é/x 



4 
x-2 



4^4x-x 2 



V(4x-x 2 ) 3 4^4x-x : 



- + c 
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6.4.-Encontrar: í — * v 

J (a 2 -x 2 Y A 

Solución.- 



Íx dx c x dx i r 9 ? 

— — ¡ la forma es: a -x 

(a 2 -x 2 Y Á J (V7^7) 3 

Luego: x- asen9,dx = a eos 9, 4a 2 -x 2 = a eos 9 , además: s e n 9 = 



r x 2 dx c a 2 sen 2 9a eos 9d9 ra sen 2 9}&si)d9 rsen 9d9 
'(Va 2 -x 2 ) 3 ~' (a cosí?) 3 J /^^cos 2 ^ cos 2 ^ 

J eos 2 9 J eos 2 9 J J J 



De la figura se tiene: 

Pero: rg9= , x además: s en # = - y 6> = arcsen— 
Va 2 -x 2 a « 

x x 
Luego: rg9-9 + c = , = -arcsen — + c 

4a 2 -x 2 a 

— , r x 2 dx x x 

Respuesta: == , = -arcsen- + c 

J // 2 2s3 2 2 n 

y] (a -x ) Va -x a 
6. 5. -Encontrar: J 




<ix 



x 2 V9-x 2 



Solución. - 

dx r dx 



Í(XX C (XX , r 9 9 

— . — , la forma es: a -x 

x 2 V9-x 2 x 2 V3 2 -x 2 
Luego: x = 3s e n 6>, Jx = 3cos OdO, y¡3 2 -x 2 =3008 6*, además: sen 9 = 

r dx p Ji&&s9d9 l r d9 lp 2 „ , _ 1 „ 

, = ; = - t— = - eos ec 9d9 = — co zgO 

J x 2 V3 2 -x 2 J 3 2 sen 2 #>o1í^ 9 J sen 2 9 9 J o 



x 
3 



De la figura se tiene: 



79^7 



J9-x z 1 J9-x 2 

Pero:corgO = , luego: -corg0 + c = + c 

x 9 9x 



Respuesta: J 



dx 49^~ :: 



x 2 j9^7 9x 
x 2 dx 



x 

+ c 



■x 2 



6. 6. -Encontrar: f 

J V9-. 
Solución.- 

Í.x dx c x dx ■ r 9 

, ¡ la forma es:a -x 

V9-x 2 "W3 2 -x 2 

Luego: x = 3senO,dx = 3cos0d0, \¡3 2 -x 2 = 3cos0, además: senO = - 

3 

Usaremos la misma figura anterior, luego: 

r x 2 dx r 3 2 sen 2 03jso^d0 n r lnin n r (\-COs20)d0 
— i ^— - = 9 sen 0d0 = 9\ 

J 73^7 J >o§^ J J 2 

9 r 9 r 9 9 9 9 

-\0 — \cos20d0=-0 — sen26> + c = -6> — 2sen6>cos# + c 

2 J 2 J 2 4 2 4 

9^9 . . . í: . . x „ V9~ 



= — sen^cos^ + c, de la figura se tiene que:sen# = -,cos# = 
2 2 3 3 

6> = arcsen^, luego es equivalente: 



9 x 9 x ^9-x 2 9 

= — ares en + c = — 

2 3 4 3 3 2 



^ /I TA 

+ c 



x ' " 2 



V9^x 
ares en 

3 9 

V 

v -\¡9-x 2 



ares en - 

3 9 

v y 



+ c 



2 ^ ^ 

_ r x dx 9 

Respuesta: , = - 

6.7.-Encontrar : J y¡x 2 -4dx 

Solución. - 

J Vx 2 - 4¿/x = J a/x 2 - 2 2 dx , la forma es:x 2 -a 2 

Luego: x = 2sec 0, dx = 2sec 0rg0d0, 4x 2 -2 2 = 2rg6> , además: sec <9 = ^ 

JVx 2 -2 2 rfx = ¡2rg02scc 0rg0d0 = 4 J sec 0xg 2 0d0 = 4j" sec 0(sec 2 - 1)¿/0 
= 4j sec 3 0d0-4$sec0d0 

Se sabe que: J sec 3 fljfl = sec + ^ l 7 |sec + rgfl| + c , luego lo anterior es 
equivalente a: 
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= 4 



1 



1 



^ sec OrgO + — £r/\secd + Tgd\ - 41 r¡ |sec O + rgO\ + c 



= 2 sec 0rg6 + 21 ?] |sec # + rgO\ -4ir¡ |sec 6 1 + rgO\ + c 
= 2sec#rg#-2^?/|sec# + z-g#| + c 

De la figura se tiene: 




x Jx 2 -4 

sec 6* = - , vgO = — - — , luego: 



■2lr¡ 



x Vx -4 

- + 

2 2 



/ 2 

xv x 2 - 4 „ „ I n — - 
= — 2lr¡ x + Vx 2 -4 



x-sjx 2 -4 ^ n 
+ c = — 2ír¡ 



x + 



4x^4 



+ c 



■2ír¡2 + c 



. i xv x 2 — 4 

Respuesta: J vx -4dx = 2lr¡ 



x + Vx 2 -4 



+ c 



6. 8. -Encontrar: J 



x 2 Jx 
Vx 2 -16 



Solución. 

x 2 dx 



x 2 dx 



la forma es:x 2 -a 2 



p x ax _ r 
' Vx 2 -16~-' Vx 2 -4 2 

Luego: x = 4sect,dx = 4sectzgtdt, Vx 2 -4 2 = 4rgí , además: secí = - 

4 

r x 2 ¿/x f 4 2 sec 2 í(/secíx^frf0 , 

¡ = y — ^ = 16 sec fcfr 

J Vx 2 -4 2 J J 

(1 1 , , , 

= sectrgt + — ^7|secí + rgí| + c = 8secírgí + 8^7|secí + rgí| + c 



Vx 2 -2 2 



De la figura se tiene: 

Vx 2 -16 




x 



secí = —,rgt ■■ 
4 



luego equivale a: 



x Vx 2 -16 
4 4 



+ c = -Vx 2 -16+8^n 
2 



cVx 2 -16 



+ c 



= |v'x 2 -16 + 8^7 xVx 2 -16 -8^4 + c = |Vx 2 -16 + 8^ xvV-ló 



+ c 



130 



Respuesta: J- 



x dx 



Vx 2 -16 2 
6. 9. -Encontrar: J 



= -Vx 2 -16 + 8^ xVx 2 -16 



+ c 



Solución. 

dx 



1 



xVx 2 -1 
dx 



, la forma es:x -a 



xV x 2 - 1 ^ x-\/x 2 — I 2 
Luego: x = secí,dx = sectTgtdt,^ x 2 -l 2 = rgí , además: 
rsg&trgtdt 



I 



x-v/ x z - 1 



sgc-ífgf 



■=í*= 



í + c. 




De la figura se tiene: 

Dado que:secí = x^>í = arcsecx, luego: 

í + c = are sec x + c 

dx 



Respuesta: J- 



xVx 2 -1 
6.10. -Encontrar: J 

Solución. - 

r dx 



= are sec x + c 
dx 

(V4x 2 -24x + 27) 3 

r dx 



dx 



•W-24.t + 27) 5 J ^4(^-6- l+ 2J/ 4 )' ^(^-6^+2%)' 
-If 

8 J 



8J '(x 2 -6x + 2 7^) 3 



, Se tiene: 



27 27 27 

x 2 -6x + — = (x 2 -6x + ) + = (x 2 -6x + 9) + 9 

4 4 4 

= (x 2 -6x + 9)-^ = (x 2 -6x + 2 ^) = (x-3) 2 -(^)\ la expresión anterior equivale a 

1 C <¿x 1 r dx 

8J / Í3~ 



— = 1 Í — 
8 (^x 2 -6x + 2^)3 8 n (x _ 3)2 _0/ } 



x - 3 = ^ sec í , dx = ^ sec írgídí , además : sec t = 



siendo la forma: u -a , luego: 



x-3 




De la figura se tiene: 



x Vx 2 -16 . 

secí =—,rgt = , luego equivale a: 

4 4 



Ir c& 1 r / 2 sectT 8 tdt _1 1 r sec tdt _ 1 r cos ¿ 



eos 2 í 



1 r costdt Ir s _ 2 , 1 (sen?) 1 1 1 

= — - = — (se ni) costdt = + c = + c 

18 J (senO 18 J 18 -1 18(sení) 

1 x-3 
— cosecí + c, como: eos ect = = , entonces: 

Jx 2 -6x + 27 / ¿ ' 

x-3 1 x-3 1 x-3 

- + c = ^= + c = -- 



^ x 2_ 6x + 27/ 18 j 4x 2 -24x + 27 18 ^4x 2 -24x + 27 



18 

V 5 "" l : /4 .1 - 

4 2 

1 x-3 



9 ^4x 2 -24x + 27 



+ c 



_ r dx 1 x-3 
Respuesta: . . =+c 

J ( V4x 2 - 24x + 27 ) 3 9 ^4x 2 - 24x + 27 

6.11. -Encontrar: \ . dx = 

J V(16 + x 2 ) 4 

Solución. - 

r Jx _ r dx 
J V(16 + x 2 ) 4=J V(4 2 + x 2 ) 4 

Luego: x = 4rgt,dx = 4sec 2 ráí, y¡4 2 +x 2 = 4sect , además: rgt = 
r <¿x r4sec 2 í<íí 1 r dt Ir 2 , 1 r(l + cos2í) 

; = —, j— = — =- = — COS 2 ffifí = — 

J 7(4 2 + x 2 ) 4 J 4 4 sec 4 í 64 J sec 2 í 64 J 64 J 2 

= — !— ¡dt + -^— ("eos 2ídí = — !— í + — !— sen 2t + c 
128 J 128 J 128 256 

Como: rgt = =í> t = are rg-^, sen2í = 2s en ¿cosí ; luego: 

1 1 „ „ * 4 8x t . 

— 1 + sen2? + c = 2 , -, Se tiene: 

128 256 Vl6 + x 2 Vl6 + x 2 16 + x 2 

1 v / 1 8x 1 v / x 

128 /4 256 16 + x 2 128 /4 32(16 + x 2 ) 



di 



dx 



1 x 

-arcrg — + - 



Respuesta: í -, , 

J V(16 + x 2 ) 4 128 6 4 32(16 + x 2 ) 

6.12.-Encontrar: f - x dx v 

J (x 2 +100)^ 



+ c 



Solución.- 



h 



x 2 dx 



\ 



x 2 dx 



x 2 +l00) 3A J (Vx 2 +10 2 ) 3 ' 
se tiene: x = íOrgt, dt = lOsec 2 tdt , -Vx 2 +10 2 = lOsecí ¡además: xgt = ^ , luego: 



sen 2 1 



r x 2 dx _ r }^Tg 2 t(}tf $eC r í)dt _rTg 2 tdt _ r cos ¿ t ^ _r sen 2 1 
^ (Vx 2 +10 2 ) 3 ^ Oe^sec^í) J secí > 1 J cosí 



di 



_ r(l — cos ^ ¿ t= [JE — [costó? = [sectóí-ícostóí = £tj\sqcí + Tgt\-sent + c 
J cosí J cosí J J J 

„ VlOO + x 2 x , x 

Como:secí = , rpí = — , ademas: s en ? = —¡= 

10 io Vioo+~? 



= £7 

= lr¡ 



Vioo 



+ X X 

10 + 10 



Vx 2 + 100 



+ c = £r¡ 



Vioo 



+ X + X 



10 



Vx 2 +100 



+ c 



VlOO + x 2 



+ x 



Vx 2 +100 



'7IO + C = ir¡ 



Vl00 + x 2 



Respuesta: J 



x dx 



(x 2 +100) / 



Í17 



Vl00 + x 2 



+ x 



Vx 2 + 100 



+ x 



+ c 



Vx 2 + 100 



+ c 



Nota: En los ejercicios 6.1 1 y 6.12 se ha omitido la figura (triángulo rectángulo). 
Conviene hacerla y ubicar los datos pertinentes. En adelante se entenderá que el 
estudiante agregará este complemento tan importante. 



6.1 3. -Encontrar: J 



x 2 dx 



(x 2 + 8 2 ) 



Solución. - 



x 2 dx r x 2 dx 



p x ax r 
J(x T +W = -' 



2 +8 2 ) K J (Vx 2 +8 2 ) 3 ' 

se tiene: x = $rgt,dt = $sec 2 tdt , \¡x 2 +S 2 = 8 secí además: rgí = -, luego: 

8 

f * dx = ^d t= \ T -¿Ut= ísectót- [costó; 

J (Vx 2 +¥) 3 J /sec^í J secí •> J 
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. i i \¡x 2 + 64 x x 

= in \sect + Tgt \-sent + c , como: sect = ,zgt = — ,sent = . 

Se tiene como expresión equivalente: 

Vx 2 + 64 + x 



= ir¡ 



Vx 2 +64 x 
8 + 8 



= ír¡ sjx 2 +64 + x\ 



Vx 2 + 64 

x 



+ c = ir¡ 



Vx 2 + 64 



+ c 



Vx 2 + 64 



+ c 



Respuesta: J 



x Jx 



(x 2 + 8 2 )* 



^7 a/x 2 +64 + x 



x 



Vx 2 +64 



+ c 



<¿x 



6.14.-Encontrar: í 

J (V3W) 4 

Solución.- se tiene: x = 3rgt,dx = 3sec 2 fcfr , ^3 2 + x 2 =3secí , además: 



I 



3 

<¿x 



(V3 2 + x 2 ) 4 



r p setftdt \ ? dt Ir , , 1 1 f 

■t-f- -r- = -r r- = COS tdt = 1 + COS ltdt 

J 3 / +sec / í 3 3j sec 2 í 27 J 54 54 J 



1 1 „ 1 1 „ 11 

= — 1 + sen2t + c, = — 1 + zsenícosí + c = — 1 + — sen t cosí + c 



54 108 



54 108 



x x 

Como: zgt = — => t = are — , además: sení= 

3 3 V9 + x 



54 54 

x 



, cosí 



X 



1 X 1 

— arcrg- + , —¡= 

54 3 54^77^ 



3 1 x x 

+ c = — are vg — l r- 

54 3 18(9 + x 2 ) 



V9 + x 2 
+ c 



<¿x 



1 X 

- are rg — + - 



+ c 



Respuesta: í , 

\4¥W) 4 54 3 18(9 + x 2 ) 

6.15.-Encontrar: [ dx = 

J Vx 2 -4x + 13 
Solución.- Completando cuadrados se tiene: 

x 2 -4x + 13 = (x 2 -4x + _) + 13-__ = (x 2 -4x + 4) + 13-4 = (x-2) 2 + 3 2 
Se tiene:x-2 = 3rgí,dx = 3sec 2 í<i¿ , V3 2 + x 2 =3secí 
^/(x-2) 2 +3 2 = Vx 2 -4x + 13 = 3secí , 



Sea: x-2 = 2>zgt,dx = 3sec 2 tdt ¡además: rgt = 



x-2 



luego: 



í 



dx 



+ c 
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De la figura se tiene: 

Vx 2 -4x + 13 x-2 

— , rgt = —— , luego: 




secí = 



= lr¡ 
= lr¡ 



Vx 2 -4x + 13 | x-2 



+ C-ÍT] 



Vx 2 -4x + 13 + (x-2) 



+ c 



\/x 2 -4x + 13 + (x-2) 
dx 



+ c 



Respuesta: f . x = = ir¡ 

J Vx 2 -4x + 13 

6.1 6.-Encontrar: J Vi + 4x 2 ¿/x 

Solución. - 

J Vl + 4x 2 ¿/x = J Vl 2 +(2x) 2 Jx 



V* 2 -4x + 13 + (x-2) 



+ c 



1 



Se tiene: 2x = rgt,2dx = sec tdt=>dx = —sec tdt , Además: r^í = 



2x 



2 

J^/l 2 +(2x) 2 dx = j"^/l 2 + rg 2 í^sec 2 di = ^ Jsecísec 2 fcfr = ^ Jsec 3 ídí 



1 1 „ i i 

= — sec ¿rgí + — i r¡ |sec írgí | + c . 



De la figura se tiene: 

Vl + 4x 2 
secí = , rgí = 2x 



Vi + 4 x 2 



+ 2x + c 



= -Vl + 4x T 2x + -^n Vl + 4x 2 
4 4 

Respuesta: |"Vl + 4x 2 <ix = -Vl + 4x 2 2x + -^77 Vl + 4x 2 



+ 2x + c 



x-2 




2x 



EJERCICIOS PROPUESTOS: 

Utilizando esencialmente la técnica de sustitución por variables trigonométricas, 
encontrar las integrales siguientes: 



6.17.- 



6.18.- J 



dx 



2 2 
' X 



6.19.- J 



dx 



2 , 2 

x +a 
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6.20.- 
6.23.- 

6.26.- 
6.29.- 
6.32.- 

6.35.- 
6.38.- 

6.41.- 
6.44.- 

6.47.- 

6.50.- 
6.53.- 

6.56.- 

6.59.- 

6.62.- 
6.65.- 
6.68.- 



dx 

~2 2 

x -a 
dx 



;Jx 2 -9 
x dx 



x 
dx 



:^4x 2 -16 
la-x 2 , dx 

dx 



l -\¡5-x 2 dx 



dx 



x 2 4x 2 + a 2 
dx 



2/2 2 

x va -x 



Vx 2 -100 



dx 



a/x 2 + a 2 



dx 



x 
dx 



V4 + x 2 
(x + \)dx 



Vi 



-x 
<¿x 



V4-(x-D 2 

x dx 



V21 + 4x-x 2 
dx 



(x-l)Vx 2 -3x + 2 

(x-l)Jx 
Vx 2 -4x + 3 



6.21.- 
6.24.- 
6.27.- 

6.30.- 
6.33.- 

6.36.- 
6.39.- 
6.42.- 

6.45.- 
6.48.- 

6.51.- 
6.54.- 
6.57.- 
6.60.- 
6.63.- 
6.66.- 
6.69.- 



dx 

I 2 , 2 

\x +a 
dx 



x4x 2 -2 
x 3 dx 



4^. 

Vx 2 + 1 



4x 



4a 2 -x 2 dx 



dx 



V5-4x 2 
dx 



dx 



(x 2 + a 2 ) 2 
V2x 2 -5 



<¿x 



X 

dx 



x 2 Vx 2 -2 
x<¿x 



r~2 2~ 

V« -X 

X<¿X 



V4 + x 2 
dx 



V2-5x 2 
x 2 dx 



\¡2x-x 2 
dx 



(x 2 


-2x + 5) % 




xdx 


V* 2 


-2x + 5 




dx 



Vx 2 -2x-8 



6.22.- 
6.25.- 

6.28.- 
6.31.- 

6.34.- 

6.37.- 
6.40.- 

6.43.- 

6.46.- 
6.49.- 
6.52.- 
6.55.- 
6.58.- 
6.61.- 
6.64.- 
6.67.- 
6.70.- 



dx 



V 



2 2 

x -a 



<¿x 



Xy/l + . 
Vx^9 



i/x 



X 

dx 



x 2 V4-x 2 
x 2 dx 



/ 2 , 2 

Vx +a 

x 2 dx 



(4-x 2 r 

x 3 Va 2 x 2_ +¿ 2 " dx 

x 3 VaV^-¿ 2 'dx 
x 3 dx 



V3x 2 -5 
dx 



x^9- 



dx 



Vl-4x 2 
dx 



V2 2 
a + x 



dx 



(a 2 -x 2 ) % 
x 2 dx 



Vl7^ 



x 

(2x + l)dx 



V(4x 2 -2x + l) 3 
(x + l)dx 



V2x-x 2 
xdx 
Vx 2 +4x + 5 
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RESPUESTAS 

6.17.-JV4-X 2 



Solución. 




/ j 

Se tiene: x = 2sen0,dx = IcosOdO , + = 2cos# x 
JV4-x 2 = |2cos#2cos#d# = 4jcos 2 6W# = 2# + sen2# + c = 2# + 2sen#cos# + c 



x x\¡4-x 2 

= 2 ares e n — + + c 

2 2 



6.18.- J 



dx 

2 2 



Solución.- se tiene: x = asenO,dx = acosOdO ,4 a 2 -x 2 = a eos 

c dx r ajsolfOdO r ,„ x 
, = , = \d0 = 6 + c = ares e n — + c 

J Va 2 -x 2 J j2-eo1í# J a 
6.19.-J* 



<¿x 



2 2 
x +a 



Solución.- se tiene: x = argO,dx = asee 2 OdO , 4x 2 +a 2 = asee 6> 

dx r asec^üdO 1 r , _ 1 _ 1 x 
, I —^ = — \d0 = — + c = — arezg— +c 

(4x 2 + a 2 ) 2 J cT^ee 2 ^ a J a a a 

dx 



r dx _ r 
J r 2 +„ 2 = J 



6.20.- J 



2 2 
x -a 



Solución. - 




Se tiene: x = asec0,dx = asecOrgOdO , 4x 2 -a 2 = arg6 

r dx _ r dx 
J7^ 2 " = J 



, _ = J^o^de = u^9dij_ í cosec0d0 

(Vx 2 -a 2 ) 2 J a*Tg*0 a J rgO a J 



= — ^7 Icos ecd-co Tg0\ = —£t] 
a a 



I 2 2" / 2 2 
Vx -a \¡x -a 



+ c 



= -lr¡ 
a 



6. 21 ,J V 

Solución. 



x-a 


+ c = —£t] 
a 


¡(x- 


-a) 2 


+ c = —£r¡ 
2a 


x-a 


4x 2 -a 2 


Íx 2 


-a 2 


x + a 



+ c 



dx 



2 , 2 
x +a 



x 2 + a 2 



a 



Se tiene: x = arg O, dx = asee 2 0d0 , y/x 2 + a 2 = asee6 
f = = f ¿ ™ %< * e = \see6d6 = lr 1 Isec 6 + rgdl 



2 , 2 

x +a 



+ c 



= lr¡ 



V2 2 
x +a x 



- + - 

a a 



+ c = £rj 



V2 2 
x +a +x 



+ c = £rj 



x +a 



-Ir/a + c 



= lr¡ \x + \lx 2 + a 2 



+ c 



6.22.- J 



dx 



4 



2 2 

x -a 



Solución. - 




Se tiene: x = asec6,dx = aseeOzgOdO , \/x 2 + a 2 = argO 
\ . dx = f ¿_ sec °J^ dd = r sec ede = í | sec e + \ + c 

x -a 



= ír¡ 
6.23.- J 



V2 2 
x -a 



a a 
dx 



+ c = lr¡ 



x + 



r - ^ 2 

Vx -a 



+ c = lr¡ 



+ c 



xVx 2 -9 
Solución. - 



Se tiene: x = 3 sec 6>,dx = 3 sec OxgOdO , a/x 2 -9 = 3rg0 



r dx rJiseíÜTgédO Ir 1 árese. 

— / = ^ — = - «¿6> = -6> + c = 

J xVx^9 J >eíf%^ 3J 3 3 



are sec • 



-+c 



(¿X 



6.24.- J- r _ 

xv x 2 - 2 
Solución. - 

Se tiene: x = \Í2sec6,dx = \Í2 sec OzgOdO , \\x 2 - 2 = \¡2zg0 
r dx _r j2riséc0 pgódO _y¡2 t , n V2 „ . V2 V2 

J xVx 2 -2 J Jj^e42z^é 2 



• a6' = tf + c = are sec x + c 

Jo 9 9 



6.25- J- 



dx 



xVl + x 2 
Solución.- 



+ x 



Se tiene: x = rgO, dx = sec 2 OdO , Vl + x 2 = sec O 
j — dx ^ = j sec OdO ^^ dO = J CQS cc q¿q _ ^jcosec^-corgí?! 



= ^7 



dx (• sec^ 


r d6 


1 + x 2 J Tg 


o^ú 


sen^ 


Vl + x 2 1 


+ C = i?J 


Vl + x 2 -1 


X X 


X 


C x 2 <ix 






J Vl-x 2 







+ c 



+ c 



Solución. 




Se tiene: x = s e n dx = eos OdO ,^l-x 2 = eos 

p x 2 <¿x p sen 2 OceúOdO r 2 ^ ,^ 1 ^ 1 

¡ ^-p = sen 2 0dO = -0 — sen2é> + c 

J Vl^x 7 J SXtté J 2 4 



= —#-— señé? cosí? + c 
2 2 



ares e n x x 



— VI -x +c 
2 



x dx 

V2-x 2 
Solución. - 



6.27.- J 




Se tiene: x = V2 s e n 9, dx = V2 eos 6><i6> , y¡2-x 2 = y¡2 eos <9 

r x 3 <¿x r 2V2sen 3 # JjrCosddd „ rrc , _ _ rr. _ eos 3 6> 

I =1— = 2 ^ 2 I sen 3 é><ié> = 2V2(-cosé> + ) + c 

V2-x 2 J¡ie6Í0 3 



V2 3(V2) 3 3 

6.28.- f^S/x 
J x 

Solución. - 

Se tiene: x = 3secO,dx = 3secOTgOdO ,\¡x 2 -9 = 3rg6 
J^S/x = J 3rgg>*^a*g = 3 J Tg 2 0d0 = 3 J (sec2 ¿ _ w 

= 3jsec 2 6W-3jd# = 3r£#-3# + c = v'x 2 -9-3arcsec- + c 
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6.29.- J- 



dx 



xV4x 2 -16 
Solución. - 



Se tiene: ^ = sec 0, dx = 2 sec drgddd , J^- -l = zg0 



dx 



1 j 2sj 



1 r 1 

, - , \d() () + c 

^4x 2 -l6 4 jcJ(^) 2 -1 4 2se^r^ 4J 4 



1 x 

= — are sec — + c 
4 2 



„ r Vx 2 +1 , 

6.30.- dx 

J v 



Solución. - 



Vx 2 + 1 




Se tiene: x = rg#,rfx = sec 2 #<¿6>,Vx 2 + l = sec6> 

r Vx 2 + 1^ _ rseedsee 2 ddd _ r 
J r J 



eos sen 



=ir/ 



£r/\cosec0 -cor g0\-\ — - — \-c = ir¡ 

COS0 



Vx 2 +1 1 

X X 



+ - 



5 



+ — - — + c, o bien: 

cosí? 



1 



Vjc 2 +1 



-+c 



= ^7 



Vx 2 +1-1 



+ Vx 2 +1 +c 



6.31.- J 



dx 

2 /^i 2 



x 2 y¡4^x 

Solución. - 



Se tiene: x = 2sen0,dx = 2cos0d0 , 4 A -x 2 = 2cos6> 

r <¿x f J^^dO 1 r 2 „,„ 1 „ 
, = , = cosec 6>a6> = — cozgO + c 

x 2 v4 x 2 4c " " n>ríf ^" Ai A 




4sen 2 6>>olí# 4- 



4x 



- + c 



6.32.-JVa-x 2 Jx 
Solución.- 




Se tiene: x = Vasen6>,dx = Va eos OdO , 4a- x 1 = Va eos 
j" Va-x 2 dx = j" Va eos Va eos 0d0 = a^ eos 2 6>d6> 

— 6* +— senteos 6* + c = — ares en — ^L + — Va 2 -x 2 +c 
2 2 2 Vi 2 

6.33.-j"Va 2 -x 2 ax 
Solución. - 

Se tiene: x = asen0,dx = acos0d0 , 4 a 2 -x 2 = a eos 
j" V« 2 -* 2 dx = Jacos #acos#a* 6> = a 2 j" eos 2 6>a*6> 



a„a „ „ a xx 2 

— + — sen6'cos6' + c = — aresen — + — Va -x +c 
2 2 2 a 2 



6.34. J- 



x ax 
2 , 2 



V x" ¡ a 
Solución. 




Se tiene: x = arg0,dx = asee 2 #d# ,Vx 2 + a 2 =asec0 

r x 2 ax r a 2 Tg 2 0/¿ sec** 0d0 2 r 2 ^ . 2 rsen 2 # 

, = — - = a Tg 0sec0d0 = a 5 — 

J Vx 2 + a 2 J ¿we¿# J J cos 3 í? 



d# 



= a 2 J 



= a 



(l-cos 2 fl) 
cos 3 # 
2 Í sec0rg0 1 



d# = a 2 Jsec 3 0d0-a 2 jsec0d0 



+ — tr¡\sec0 + Tg0\ -a lr¡\sec0 + Tg0\ + c 
2 2 J 

a 2 a 2 
= —sec0Tg0 + — £r/\sec0 + Tg0\-a 2 ÍT]\sec0 + Tg0\ + c 

a 2 o 2 
= —sec0rg0- — £r/\sec0 + Tg0\ + c 



\/x 2 + a 



2 2 
x a 



lr¡ 



6.35.- J 

Solución. 



/ / 2 

dx 
x 2 4x 2 +9 



I 2 , 2 
Vx +a x 



• + - 



+ c 



cV 



xV x +a a 



x 2 + a 2 +x 



+ c 
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Se tiene: x = 3rgO, dx = 3sec 2 OdO , Vx 2 +9 = 3 sec O 



I 



dx 



X sec x OdO 1 f secOdO Ir cosO 

Q J . 



1 



x 2 Vx 2 +9 ~* 9Tg 2 03se¿&~9* rg 2 ~ 9* sen 2 O ~ 9senO + ' 
4x Y +9 



9x 



6.36.-J 



-+c 



dx 



V5-4x 2 
Solución. - 



Se tiene: x = senO,dx = eos #¿/6> , J(%) 2 -x 2 =^cosO 



I 



úfx 



1 p dx Ir 

? J í^7 ? ~ ? J 




os OdO 



4^ 2J^7I 




= if¿/6> = -6> + < 

9 J 9 



¡i _^ | 2x 

= — aresen ¡ — +c = — ares en — ¡= + c 
2 /5/ 2 V5 



6.37.- í 

J i 



x 2 dx 



(4-x 2 y A 

Solución. - 



Se tiene: x = 2 s e n 0, dx = 2 eos OdO , ^4-x 2 = 2 eos 



x 2 dx r x 2 dx rdsen^ O¿£0<&dO 




r x ax _ r 
J(4-.r)ií"J N /^I77 



X cos X 



= Jrg 2 6Wé> = j"(sec 2 6>-l)¿/6> 



= - ares e n — + c 

- 2 2 



= rg<9-<9 + c = ^= 

V4-x- 

6.38.-jVV5-x 2 dx 

Solución. - 

Se tiene: x = 4$sen0,dx = eos OdO , ^5-x 2 =V5cos# 



J x 2 S-x 2 dx = J 5 s e n 2 0^5 eos #^5 eos = 25 J s e n 2 eos 2 = ^- J s e n 2 20</0 
= — í(l-cos4é>)d6> = — 6>- — sen4é> + c = — 6>- — (2sen2<9cos2(9) + c 

8 J 8 19 8 19 



8 

= y 6>-^ [2 s ém6> cos2é>(cos 2 6>-s en 2 6>)] + c 



8 32 



8 32 
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25 25 

= — O \senOcos 3 O-sen 3 OcosO)\ + c 

s 16 L 'J 



8 
25 
2 



x x(^5-x 2 ) 3 x 3 V5-x 2 

ares e n — ¡= + 

V5 25 25 



+ c 



6.39.- f — 

J „4 



dx 



xVx 2 +3 
Solución. - 



a/x 2 + 3 




Se tiene: x = V3rg6>, Jx = V3 sec 2 OdO , *Jx 2 +3 = V3 sec <9 



(• dx (• ^Ísee i <9¿/<9 _ 1 (• sec6>¿/6> _ 1 r eos 3 6>¿/é> _ 1 r (1-sgn 2 0)cosOdO 
'x 4 Vx 2 +3"'9^ 4 ^^"9-' z* 4 ~9~' sen 4 ^ ~9~J sen 4 í? 

1 rcosOdO 1 rcosOdO 1 3 -l . Vx 2 +3 f Vx 2 +3 V 
= — -¡ ; — = cosec 6> + — eos ecO + c = 



27 



9x 



9 J sen 4 6> 9 J sen 2 f 

6.40.-Jx 3 Va 2 x 2 +¿ 2 Jx 
Solución. - 

Se tiene: ax = brgO, adx = b sec 2 OdO , 4a 2 x 2 +b 2 = bsecO 

í x 3 Ja 2 x 2 +b 2 dx = í \rg 3 0b sec - sec 2 OdO = \ í rg 3 sec 3 6>¿/<9 
J J a a a J 

= frasee 2 OrgOsecOdO = f (sec 2 6>-l)sec 2 OrgOsecOdO 
a J a J 

¿5 f *ú ú zij/) ¿5 f 2n n asa 1,5 sec5 6 1)5 sec3 61 
= — sec OrgOsecOdO — - sec OrgOsecOdO = 

a J /7 J 



3x 



+ c 



- + - 



a 
¿ 5 



■ 4 3 



+ c 



(ja 2 x 2 +b 2 ) 5 _ + (Va 2 x 2 +¿ 2 ) 3 



6.41, J 



5¿ 5 
dx 



3¿ J 



+ C = - : v 1 + C 



5a 4 



3a 4 



2/2 2 
x vx +a 



Solución. - 




Se tiene: x = argO,dx = asee 2 OdO , Vx 2 + a 2 = aseeO 
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í 



dx _ r / sec^ 0d 1 rsec OdO _ 1 rcos0d0 



x 2 Vx 2 + a 2 ¡ a 2 rg 2 d/^ a 2j r# 2 í? a 2j sen 2 í? 



1 f n njn COSeC0 1 ¡~ 

= —r co Tg0 eos ec0d0 = — + c = — — Vx 

rt J /7 



6.42.-J 



+ c = — t— Vx 2 + a 2 + c 
a x 



dx 



(x 2 + a 2 ) 2 
Solución. - 




Se tiene: x = arg0,dx = asee 2 , Vx 2 + a 2 = asee 9 

r dx r dx r/^ec^VdO 1 r 2 „ ,„ 1 . 

— ; =-=-= . t—^j- — 7 — = -r eos 2 6d6 = — T + 

J(x 2 + a 2 ) 2 J (V^W) 4 J a'sec'fl a 3 J 2a 3 

_ 1 ^ + 1 Xsen^cosí? 



2a 3 2a 3 



1 x 1 

- + c = — -arcrg — + — ¿ 
2a a 2a 



yjx 2 + a 2 -\Jx 2 + a 2 



1 sen20 
27 2 

+ c 



- + c 



= — r-arcrg — + — - 
2a a 2a 



ax 



V2 2 
x +a ) 



+ c 



6.43.-Jx 3 Va 2 x 2 -¿ 2 Jx 
Solución. - 

Se tiene: ax = b sec 0, adx = b sec 0rg0d0 ,^a 2 x 2 -b 2 = bzg0 

\xUa 2 x 2 -b 2 dx = farsee 3 ObrgO -sec OrgOdO = \ ísec 4 0xg 2 0d0 
J J a a a J 

= ^- í sec 4 6>(sec 2 0-í)d0 = ^-\ sec 4 0sec 2 0d0-^-\ sec 2 sec 
= ^4 J (1 + r£ 2 <?) 2 sec 2 0d0 ~¡(X + rg 2 0) sec 2 6>d6> 

7 5 7 5 

= ^j\(l + 2rg 2 + Tg 4 0) sec 2 6Wé> - ^j" (1 + r# 2 0) sec 2 6>¿/6> 
= [ J rg 2 sec 2 0d0 +\rg 4 sec 2 <9d<9] = ^ 



6>d6> 



r¿0_ T¿6_ 



a 4 



1 f 4a 2 x 2 -b 2 Y 1 í Va V - 



6.44.-J 

Solución. 



dx 



+ - 



+ c 
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Se tiene: x- asen0,dx = a eos OdO , 4a -x 2 = a eos 

dx r oeaSÍÍdO Ir 2 . , . 1 

— , = — ^ = — cosec 0d0 = — -cozgO + c 

i 2 4a 2 -x 2 ¡ a 2 sen 2 Ocue&ZÍ) a 2 •> a 2 



I 



1 cosé> 1 

+ C= r 



a señé* 



4a 2 -. 



+ c 



6.45.- f^ZZi 

Solución. - 

Se tiene: y¡2x = V5 sec 6>, 4ldx = s¡5 sec 0rg0d0 , 4 r lx 2 -5 = V5rg6> 

Srg0^^0rg0d0 

= S\Tg 2 0d0 = V5 Jsec 2 0d0-S\d0 




= \f5rg0-\[50 + c = 4^x 2 -5 - V5 arcsec^J^x + c 

6.46.- f ^ 

J V3x 2 -5 
Solución. - 

Se tiene: V3x = V5 sec 6>,>/3<ix = V5 sec 0rg0d0 , 43x 2 -5 = >/5rg0 

f x 3 Jx AM^6) 3 MsecOzgÓd0 5 ^ 

, = = sec 4 6W6> 



5 V 5 J sec 2 6> sec 2 0d0 = — J sec 2 0(1 + r# 2 6>)¿/6> 



9 
5^5 



[ J sec 2 0d0 + J sec 2 0rg 2 0d0 



5^5 



Tg0 + 



Tg 3 



+ C 



15 



+ c 



. r Vx 2 -100 , 
6.47.- dx 

J x 

Solución. - 

Se tiene: x = lOsec 0,dx = lOsec OrgOdO , V* 2 -100 = lOr^é» 

f Vx 2 -100 , rlOrg^iOsee^rg^ 1A r 2 .,_ 1A r 2 _ ,_ f 
J ^ x = J \Q^f) = r<? J sec (9_10 J ^ 



= 10(r£é>-é>) + c = Vx 2 -100-10arcsen — + c 

10 



6.48.- J- 



dx 



x 2 Vx 2 -2 
Solución. - 




Vx 2 -2 



Se tiene: x = V2 sec 6>, dx = V2 sec OzgOdO , 4x 2 -2 = JlrgO 

, dx rp&^T^éde i , i i Vx 2 -2 

¡ -^ = — \ cos6W6> = — sen6> + c = 

J x 2 V^2 J i^ej^ge 2J 2 2 x 

Vx 2 -2 



+ c 



2x 



6.49.- J- 



- + c 



dx 



x^9-x 2 
Solución. - 



Se tiene: x = 3sen#,<ix = 3 eos , \¡9-x 2 = 3 eos # 

r — <ix _ f — ^£&SÍ)dO _ 2 f cosec 5)j5) = l£^| COS g C 5)_ cor ^5)| 
1 X \¡9-x 2 J 3s en 6>>eoS^ 3 J 3 




+ c 



= -^7 
3 



3-V^ 



x 



+ c 



6.50.- J 



Solución. 



Vx 2 + a 2 



<¿x 




Se tiene: x = arg6>,<ix = a sec 2 6>¿/6> , yjx 2 + a 2 = asecd 

J 



\/x 2 + a 2 , ra sec 6* / 2 „ r sec 3 OdO r sec 2 6* sec 6* 

ax= —7 «sec UdU = a\ 

J /rg6> J 



¿0 



=4 



(l + rg 2 é>)sec6> 



s^^±dQ = a f ^^¿0 + a f sec 0rg0d0 



£rf?7|cosec6>-corg6>| + asec6> + c = 



V2 2 
x +a -a 



+ Vx 2 + a 2 +c 
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6.51.- J 



xdx 



4? 



2 2 

l -x 

Solución. - 

Se tiene: x = asenO,dx = a eos OdO , \Ja 2 -x 2 = a eos 

r xdx r asenOcu¿&sí) r r~ 2 2 

, =\ — ? dO = ai sen OdO = -acosO + c = -\l a -x + 

J Va 2 -x 2 J i*-^ J 



cfx 



6.52. - f-= 

J Vl-4x 2 
Solución. - 

Se tiene: 2x = sen6>,2¿/x = eos Vl-4x 2 =cos6> 

r <¿x — = j_ [ ( }Q = }_Q + c = }_ wcsen 2x + c 

J Vl-4x 2 2^^^ 2J 2 2 

6.53. - í- r _ 

J V4 

Solución. - 

Se tiene: x = 2rg0, dx = 2sec 2 OdO , \¡4 + x 2 = 2sec 

r Jx r^sec^ OdO r „ ,„ , , 

, — — = \seeQdQ = tn IsecO + rgO \ + c = £n 



dx 



+ x 2 



V4 + x 2 +x 



x<¿x 



6.54. - [-, 

Solución. - 

Se tiene: x = 2vg0, dx = 2sec 2 OdO , ^4 + x 2 = 2see0 

r xdx r2rg0É sec^ OdO _r _ _ _ r¡ 7 

. — "I — -= = 2 Tg0sec0d0 = 2sec0 + c = V4 + x 2 +c 

6.55. - J— r¿— 

xyja 2 +x 2 1 

Solución.- v° 2 + 



Se tiene: x = argO,dx = asee 2 OdO , y/a 2 + x 2 = asee 
dx 

argO^setíí 

V2 2 
a +x a 



V9 9 
a +x 



r ¿see^ OdO 1 rseeOdO Ir 
= — = — = — cosecOdO 

J r,T nñ r, c^ti n ¿ TgO ü 



= — £tj\cos ecO - co t g0\ + c = —ítj 

a 



a 



1 



+ C-—IT} 

a 



V2 2 
a +x -a 



+ 



6.56.- j* 



(x + 1)<¿X 



Solución. 



Se tiene: x = 2s en O, dx = 2cos OdO , ^4-x 2 = 2cos O 
r(x + l)dx _ r xdx r dx _ rlsen Ijz&úídQ r JLGcrs^dí? 
' V4-X 2 ~'V4-x 2+ 'V4-x 2 ~' >^ + ' 

2^sen0d0 + ^dO = -2cosO + + c = -^4-x 2 + arcsen^ + c 
6.57.- J- dx 



V2-5x 2 
Solución. - 

Se tiene: V5x = V2 sen 0,-j5dx = JÍ eos OdO ,\¡2-5x 2 = V2cos6> 

f / X f >/5 ^ = jf dg = j g + c = j 
J V^x 7 J 5 J 5 s 

dx 



-aresen. 



6.58.- J- 



(a^-x 2 )^ 
Solución. - 




^ 

Se tiene: x = asenO,dx = acosOdO , ^Ja 2 -x 2 = acosO 

r dx r dx r a c&SÍ)dO Ir 2 _ 1 

— -^=\^^^^= \ ^— -¡— = -r \sec 2 OdO = ^rgO + c 

¡ (a-x 2 ) Á J (Va 2 -x 2 ) 3 J a X cos¿0 a 2 J a 2 



x 

+ c 



2 

X 



2 r~2 

a Va - 
6.59.- J " 



V4-(x-D 2 
Solución. - 

Se tiene: x-l = 2s en 6>,<ix = 2cos6><i6> , ^4 -(x-1) 2 = 2cos# 

r dx r Zeo&OdO r _ x-1 

. = = , = <i6> = + c = ares e n + c 

J V4-(x-l) 2 J >o§^ J 2 

6.60.- f , x2jx 

J V2x-x 2 

Solución. - 

Se tiene: x-1 = sen6>=> x = s en 6> + l,dx = eos 6>¿/6> , ^l-(x-Y) 2 - cosí 

Completando cuadrados se tiene: 

2x-x 2 =-(x 2 -2x) = -(x 2 -2x + l) + l = l-(x-l) 2 , luego: 

r x 2 dx r x 2 <¿x r(sen6> + l) 2 cetéíídO r , n 1n2 
, , = -^r- = (senO + Y) d0 

¡ j2xT7 J Vi-(x-i) 2 J s&ó J 



\sen 2 9d9 + 2^sen9d9 + \ d9 = ^\ d9 -^\cos29d9 + 2$ sen9d9 + \ d9 
-¡d9--¡cos29d9 + 2¡sen9d9 = -9--sen29-2cos9 + c 

9J 9J J 2 ¿ 



3 1 3 1 / 2 I 2 

= —9 — sen6>cos6>-2cos6> + c = — arcsen(x-l) — (x-lW2x-x -2v2x-x +c 
2 2 2 2 

6.61.-í^£t= 

J Vl7-x 2 

Solución. - 

Se tiene: x = VÍ7 sen9,dx = VÍ7 eos 6>¿/6> , ^17-x 2 = VÍ7 eos (9 

r x 2 dx r 17sen 2 9yU^Cos9d9 „„r 2 „ ,^ 17 r ,^ 17 r 

. ^ = n\sen 2 0d0 = — \d0 \cos29d9 

J ^/Í7^x Y J ^/i^cos^ J 2J 2J 

17 17 17 17 

= — 9 sen29+c= — 9 sen#cos# + c 

2 4 2 2 



17 x yí x Vn-x 2 17 x 1 /— — r 

= — aresen — ¡= —7 , +c = — aresen— ¡= — xV17-x +c 

2 VÍ72yíf^ 2 VÍ72 

6.62.- f . x ' dx 

J V21 + 4x-x 2 
Solución. - 

Se tiene:x-2 = 5sen6>^> x = 5sen6> + 2,dx = 5cos6><i6>, ^5 2 -(x-2) 2 = 5cos# 
Completando cuadrados se tiene: 

21 + 4x - x 2 = -(x 2 -4x + 4-4) + 21 = -(x 2 - 4x + 4) + 25 = 5 2 - (x- 2) 2 , luego: 

r x 2 <¿x r x 2 Jx r (5sen9 + 2) 2 Se0Í9d9 r._ . ,^ 
= = == - = (5sen9 + 2) d9 

J V21 + 4x-x 2 J V5 2 -(x-2) 2 J J 

= J (25 s e n 2 9 + 20 s e n 9 + 4) J6> = 25 J Iz^p^ j# + 20 J s e n 9d9 + 4 J dO 

= — \d9 í eos 26W6> + 20Ís en 9d9 = —9 sen26>-20cosé> + 4é> + c 

2 J 2 J J 2 4 

33 25 

= — 9 sen#cos#-20cos# + c 

2 2 



33 x-2 25 x- 2 

= — aresen 



í /r— — n 

X 



V21 + 4x 



2 5 2 5 

33 x-2 r~ ■ 7. x-2 



5 

v J 



-20 



r 1 j\ 

X 



V21 + 4x 



+ c 



J 



Jj x-z rr¡ - 2,x-¿ 

= — ares e n V 2 1 + 4x - x ( + 4) + c 

2 5 2 

33 x-2 /~~ - 7,* + 6. 

= — aresen V21 + 4x-x ( ) + c 

2 5 2 
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6.63.- J- 



dx 



(x 2 -2x + 5) 7 
Solución. - 



Vx 2 - 2 x + 5 




x-1 



Se tiene: x-1 = 2rg0,dx = 2sec 2 ddO , ^J(x-l) 2 + 2 2 = 2sec# 
Completando cuadrados se tiene: 

x 2 -2x + 5 = (x 2 -2x + l) + 5-l = (x 2 -2x + l) + 4 = (x-l) 2 + 2\ luego: 



r ax _ r ax 
J(x 2 -2x + 5)^ = J^ (x _ 1)2+22 J 



f 2sec 2 6>dé> 1 f _ 1 _ 

= — — = — cosUdU = — senü + c 

J 2 3 sec 3 é> 4 J 4 



x-1 



+ c 



4 Vx 2 -2x + 5 
6.64.- { ^ + 



7(4x 2 -2x + l) 3 
Solución. - 

Sea: « = 4x 2 - 2x + 1, du = (8x - 2)<¿x 



r~2 i í 

A /x X + - 

V 2 4 




x-- 



Se tiene: x-- = —rg0,dx = — sec 2 6>d6> , ^(x-j^) 2 + (^/) 2 = ^/sec6> 



4 4 4 
Completando cuadrados se tiene: 

i . * 3 1 
4' 16 4 

(2x + l)<¿x 1 r (8x + 4)<¿x 1 r (8x-2 + 6)rfx 



2 ■ ! ' : 1 ' ' 1 (x-') , + ;; íx-V + í^V, luego: 



1 1 , 2 1 1 x 1 1 

X X + — = (X XH H 

2 4 2 16 4 16 



I 



4 J 



A J 



7(4x 2 -2x + l) 3 4 J ^/(4x 2 -2x + l) 3 4 J ^/(4x 2 -2x + l) 3 
Ir (8x-2)¿/x 3 r <¿x 

~ 4 J 



■í- 



4 J 7(4x 2 -2x + l) 3 2 J ^/(4x 2 -2x + l) 3 
l r du 3 r <¿x 1 f . ,-y , 3 1 r 

4} M A 2 * j4(x 2 -}/ 2 x + y 4 f 4J 28^ 



dx 



(x 2 -y 2 x+y 4 f 



4 J 16 J 



dx 



1 a a 

. = If( M) -^ M + Af 4 

4 J 16 J /A /3 



sec 2 OdO 



(— sec<9) 
4 
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= -[(u) % du+ í- 

A J J i 



¿0 1 « /2 - 1 

= -^ + sen6' + c = rr + senO + c 

4 J J sec6> 4(-l/) 2i/ 2 



-1 * 



- 1/ 



- + c = 



4x-2 



2V4x 2 -2x+i ^-y x+ y A^-y iX+ y A 



+ c 



6.65.-J 



dx 



(x-l)Vx 2 -3x + 2 
Solución. - 




3 1 1 1 

Se tiene:* — = — sec6> =^> x-l = —(secO + l),dx = —secOrsOdO, 
2 2 2 2 

p-y 2 ) 2 Hy 2 ) 2 =y 2 T g 

Completando cuadrados se tiene: 

x 2 - 3x + 2 = (x 2 - 3x + -) - - = (x - -f - (-) 2 , I uego : 



4 4 



í 



(x-l)Vx 2 -3x + 2 



dx 



sec OjsgédO 



_ r sec OdO _ r sec OdO _^ri 



/ 2 (sec6> + l) J (sec + 1) 
• cosec OdO 



■ sec 6>(sec - \)d0 _ r sec 2 OdO r sec étag 
-1 ~ J rj? 2 é> J r£ 2 é> 



= 2 j* eos ec 2 <9¿/<9- 2 J- 



sen 2 



sec 2 é>-l J r£ 2 é> 

= -2co rg6> + 2 cosec 6> + c 



-2 



+ 2- 



2 2x-4 

+ c = = + c 



Vx 2 -3x + 2 Vx 2 -3x + 2 Vx 2 -3x + 2 
xdx 



6.66.- í- , 

J Vx 2 -2x + 5 
Solución. - 

Se tiene: x-l = 2rg0,dx = 2sec 2 OdO , ^/(x-1) 2 + (2) 2 =2sec6> 

Completando cuadrados se tiene: 

x 2 -2x + 5 = (x 2 -2x + l) + 4 = (x-l) 2 -2 2 , luego: 
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r xdx _ r xdx _ r (2rg9 + l)^ sec^ 9d9 

hx 2 -2x + 5~^(x-íf-2 2 >etf# 

= 2j rgO sec 6 > cf6 > + j" sec 0d0 = 2 sec 9 + £ 7 |sec 9 + rg6>| + c 

n — " r . Vx 2 -2x + 5 +x-l 

= x -2x + 5 + £11 +c 

2 

6.67. - 

\J2x-x 2 
Solución. - 

Se tiene: x-1 = s enO => x + l = send + 2,dx = cos9d9 , ^l-(x-l) 2 =cos6> 
Completando cuadrados se tiene: 

2x - x 2 = -(x 2 - 2x) = -(x 2 - 2x + 1 - 1) = -(x 2 - 2x + 1) + 1 = 1 - (x - 1) 2 , I uego : 

r(x + Y)dx r (x + Y)dx r (s e n 9 + 2) eos 6><i 9 r ~r,^ 
\ = , = sen 9d9 + 2 <¿0 

J V2x-x 2 J Vl-(x-l) 2 J cos^ J J 

= -cos6> + 2# + c = -y¡2x-x 2 + 2arcsen(x-l) + c 

6.68. - f / x - 1)¿/x 

J Vx 2 -4x + 3 
Solución. - 

Se tiene:x-2 = sec6'=>x-l = sec6'+l,Jx = sec6'rg6'fi?6' ! a/(x-2) 2 -1 = 

Completando cuadrados se tiene: 

x 2 -4x + 3 = x 2 -4x + 4-l = (x-2) 2 -l, luego: 

(• (x-l)¿¿x (• (x-l)rfx _ (• (sec 9 + 1) sec 9^gód9 



Vx 2 -4x + 3 J ^/(x-2) 2 -l J > 
= j"sec 2 #¿/#+j"sec#<i# = z-g# + ^?7|sec# + z-g#| + c 

= Vx 2 -4x + 3 + ^^|x-2 + Vx 2 -4x + 3 



+ c 



6.69.- J- 



dx 



Vx 2 -2x-8 
Solución. - 

Se tiene: x- 1 = 3sec 6^x = 3 sec 6>rg6W6>, ^(x-l) 2 -3 2 = 3rg# 
Completando cuadrados se tiene: 
x 2 -2x-8 = x 2 -2x + l-9 = (x-l) 2 -3\ luego: 

f , dx = f , dx = t í™ J*f d ° = ¡ sec 9d9 = trj\scc9 + T g 9\ + c 
J Vx 2 -2x-8 J V(x-D 2 -3 2 J ^ J ' ' 



= lr¡ 



-1 | Vx 2 -2x-8 



+ c = £tj x-1 + Vx 2 -2x-8 +c 
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6 70 r_¿*_ 

Vx 2 +4x + 5 
Solución. - 

Se tiene: x + 2 = rg0,dx = sec 2 OdO , ^{x + 2) 2 + 1 2 = s ec0 
Completando cuadrados se tiene: 

x 2 + 4x + 5 = (x 2 + 4x + 4) + l = (x + 2) 2 + l 2 , luego: 

f xdx r x dx r (rg0 -2) sec^ 0d0 r _ _ , _ _r 
■ ¡ == — —p = \Tg0sec0d0-2\sec 

J Vx 2 + 4x + 5 J V(x + 2) 2 + l 2 J ^ J J 

= sec - 21 r¡ Isec + zg0\ + c = Vx 2 +4x + 5 - 2^ 7 V* 2 + 4x + 5 + x + 2 \ + c 



0d0 
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CAPITULO 7 



INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES 

Mediante el recurso de la descomposición en fracciones simples, el proceso de 
integración de funciones racionales se puede simplificar notablemente. 

EJERCICIOS DESARROLLADOS 

dx 



7.1. -Encontrar: J- 



x 2 -9 

Solución.- Descomponiendo el denominador en factores: x 2 -9 = (x + 3)(x- 3) , 

Como los factores son ambos lineales y diferentes se tiene: 

1 A B m * m 
+ , de donde: 



x -9 x + 3 x-3 

1 ' ■ + — ^^l = A(x-3) + B(x + 3)(*)^l = (A + B)x+(-3A + 3B) 



j^9 

Para calcular las constantes A y B, se pueden identificar los coeficientes de igual 
potencia x en la última expresión, y se resuelve el sistema de ecuaciones dado; 
obteniendo así los valores de las constantes en referencia (método general) luego: 

A+ B = 0} ( 3A + 3B = Q\ 17 

=> 6B = 1 => B = y, , ademas: 



-3A + 3B = 1 



-3A + 3B = 1 



A + B = 0^ A = -B=^ A = ~Y 6 

También es frecuente usar otro mecanismo, que consiste en la expresión (*) 
Sustituyendo a x por los valores que anulen los denominadores de las fracciones: 

x = 3 ^ 1 = 65 ^ B= X¿ 
/o 

x = -3 => 1 = -6A => A = - V. 

/o 

Usando cualquier método de los señalados anteriormente, se establece que: 

i -y y 

6 + , Luego se tiene: 



x 2 -9 x + 3 x-3 



r dx 1 r dx l r dx 1 , 1 „ ■ „, 

— : = — + - = — £n\x + 3\ + -£n\x-3\ + c 

J r 2 -Q 6 J x + 3 6 J x-3 6 1 1 " 1 



= ^(£r/\x-3\-£r/\x + 3\) + c 
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Respuesta: J 



dx 



x 2 -9 6 



x — 3 
x + 3 



+ c 



7.2.-Encontrar: J 



dx 



x 2 +7x-6 



Solución.- Sea:x 2 +7x + 6 = (x + 6)(x + l), factores lineales y diferentes; luego: 



1 



A B 

- + - 



x 2 +7x + 6 x + 6 x + 1 
De donde: 

1 = A(x + 1) + B(x + 6)(*)=>1 = (A + B)x+(A + 6B) , calculando las constantes A y B 
por el método general, se tiene:l = (A + B)x + (A + 6B) 

^A+ 5 = (A f-A- B = A 



V 



A + 6B = \ 



A + 6B = \j 



5B = \^>B = y^ , además: 



A + B = 0^ A = -B=^ A = -V 



Ahora utilizando el método abreviado se tiene: 



x = -\^\ = 5B^B = y 5 
x = -6 => 1 = -5A => A = - V 



Usando cualquier método se puede establecer: 

- 1/ y 

- + ^-, Luego se tiene: 



1 



x +7 x + 6 x + 6 x + 1 
dx 



x +7x + 6 5 J x + 6 5 



I 



= ^-(^77|x + l|-^^|x + 6|) + c 



1 r dx 1 f dx 1., ,, 1 . , 
— + - = — ín\x + 6\ + -in\x + \\ 



+ c 



Respuesta: J 



7.3.-Encontrar: J 



dx 



= -¿17 



x +7x+6 5 



x + 1 



x + 6 



+ c 



xdx 



: 2 -4x + 4 



Solución.- Sea:x 2 -4x + 4 = (x-2) 2 , factores lineales con repetición; luego: 



- + - 



B 



A(x-2) + B 



■x + 4 x-2 (x-2)' 



= + 4 



De donde: 

x = A(x-2) + fí(*), calculando las constantes A y B por el método general, se 
tiene:x = Ax + (-2A + S), luego: 
< A =\\ 

=> B = 2 A => S = 2(1) => S = 2 

-2A + B = 
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Usando el método abreviado, se sustituye en x, el valor que anula el 
denominador(o los denominadores), y si este no es suficiente se usan para 
sustituir cualquier valor conveniente de x , esto es: x = 0, x = -1 ; luego en (*) 

x = 2 =^> 2 = B =^> B = 2 

x = 0^0 = -2A + B^2A + B^ A = B Á^ A = l 



Usando cualquier método se establece: 

r xdx r dx „r dx . i 

\—, = — + 2 T=tn\x-2\- 

J x 2 _4x + 4 J x-2 s (x-™ 2 



Respuesta: J^— 



xdx 



7.4,Encontrar: f-^L 

J r — 



4x + 4 

(2x 2 + 3)dx 



(x-2) 
= ^ 77 |x — 2| — 



x-2 



- + c 



x-2 



■ + c 



x~ - 2x + x 
2x +x 



Solución.- Sea:x 3 -2x 2 + x = x(x 2 -2x + l) = x(x-l) 2 , factores lineales: 
x,x-\ ; donde este último es con repetición; luego: 

2x 2 + 3 A B C 2x 2 +3 A(x-l) 2 + Bx(x-1) + Cx 




+ x xix^tf 
De donde: 

2x 2 + 3 = A(x-l) 2 +Sx(x-l) + Cx(*), calculando las constantes Ayfi por el 
método general, se tiene: 2x 2 + 3 = (A + S)x 2 + (-2A -B + C)x + A, de donde 
identificando los coeficientes de igual potencia de x se puede obtener el siguiente 
sistema de ecuaciones: 

f A+B =2" 

-2A -B + C = =^>B = 2- A^>5 = 2- 3^>5 = -l, tomando la segunda ecuación 

del sistema: C = 2A + B^>C = 2(3) - 1 ^> C = 5 ,también es posible usar el método 
abreviado, utilizando para ello la expresión (*) en la cual: 

x = 1^2(l) + 3 = C^C = 5 
x = 0=>3 = A=> A = 3 

Usando un valor arbitrario para x , sea este x = -1 : 

x = -1 => 2(-l) 2 + 3 = A(-2) 2 + S(-l)(-2) + C(-l) => 5 = 4 A + 2B - C, luego: 
2B = 5-4A + C^2B = 5- 4(3) + 5 => 2fi = -2 => fi = -1 , S, e establece que: 



2x 2 + 3 
x 3 - 2x 2 + x 

2x 2 + 3 
x 3 - 2x 2 + x 



3 

x 



1 



x-l + (x-l) : 
<¿x r dx 



, entonces: 



Respuesta: Í-V- 

J r — 



(2x 2 + 3)<¿x 
2x 2 +x 



= ^77 



(x-l) 



x-l 



x-l 



- + c 



x-l 



- + c 
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7.5.-Encontrar: J 



dx 



x" -2x +x 

Solución. -x 3 -2x 2 +x = x(x-l) 2 factores lineales: 
x,x-l ; donde este último es con repetición; luego: 




A(x-1) 2 + Bx(x-1) + Cx 



(x-l) (x-l) ¿ 



x~ -2x + x 
De donde: 

1 = A(x-1) 2 + Bx(x-1) + Cx(*), calculando las constantes A y B por el método 
general, se tiene:l = (A + fí)x 2 +(-2A-B + C)x+A , de donde identificando los 
coeficientes de igual potencia de x se puede obtener el siguiente sistema de 
ecuaciones: 

f A+B =0" 

2A-B + C = => B = -A ^> B = -1 , tomando la segunda ecuación del 
sistema: C = 2A + B=>C = 2(1) - 1 => C = 1 , a partir de lo cual se tiene: 



1 



1 1 



- + - 



1 



x 3 -2x 2 + x x x-l (x-l) 2 



r dx rdxrdx r dx „ , , „ , , , 1 

5 = + T = £ij\x\-£ij\x-l\ + 

J x 3 -2x 2 +x J x J x-1 J (x-1) 2 ! ' 1 1 x-l 

X 



Respuesta: J- 



<ix 



■2x +x 



= ^77 



x-l 



x-l 



- + c 



ve c , rx 4 -6x 3 + 12x 2 + 6 J 
7.6.-Encontrar: — dx 

J x 3 -6x 2 + 12x-8 

Solución.- Se sabe que si el grado del polinomio dividendo, es igual o superior al 
grado del polinomio divisor, previamente conviene efectuar la división de tales 
polinomios. 

x 4 -6x 3 +12x 2 +0x + 6 |x 3 -6x 2 +12x-8 

-x 4 + 6x 3 -12x 2 + 8x x 



8x + 6 



. .. r x -6x +12x +6 . r . r i 
Luego se tiene: — dx = xdx+ — 



x -6x z + 12x-8 
La descomposición de:x 3 -6x 2 +12x-8 
1 -6 12 -8 

2-8 8 



x -6x z + 12x-8 



1-4 4 x = 2^(x-2) 



x 2 -4x + 4 = (x-2) 2 
x 3 -6x 2 +12x-8 = (x-2) 3 
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Esto es factores lineales: [(x-2)] con repetición por tanto: 



8x + 6 ABC 

- + ^ + - 



x 3 -6x 2 +12x-8 x-2 (x-2Y (x-2Y 
8x + 6 A(x-2) 2 +B((x-2) + C 



Luego: 

8x + 6 = A(x-2) 2 + B(x-2) + C^8x + 6 = A(x 2 -4x + 4) + B(x-2) + C 
8x + 6 = Ax 2 + (-4A + B)x + (4A -2B + C) 

Calculando las constantes A y B por el método general, se tiene: 

f A =CA 

-4A+ B =8 =^fí = 8 + 4A^fí = 8 + 4(0)^B = 8, 
v +4A-2B + C = 6 J 

Resolviendo el sistema:C = 6-4A + 2fí=>C = 6-4(0) + 2(8)=>C = 22, luego 

8x + 6 0/° 8 22 . , . 

+ T + r-, de donde: 



x 3 -6x 2 +12x-8 X-2 (x-1) 2 (x-1) 

r (8x + 6)dx „r dx __f dx 

\ . ' = 8Í 7 + 22Í -, o sea: 

J x 3 -6x 2 + 12x-8 J (x-2) 2 J (x-2) 3 

dx p dx 

- + 22 

(x-2) 2 J (x-2) 

x 2 8 11 



J xdx +8 J dx 2 + 22 J dx 3 = J xdx +8 J (x - 2)' 2 dx + 2l\(x- 2) 3 dx 



+ c 



2 x-2 (x-2) 2 

t f x 4 -6x 3 + 12x 2 + 6 J x 2 8 11 
Respuesta: — 5 dx = -+c 

J x 3 -6x 2 +12x-8 2 x-2 (x-2) 2 

___ , r x 3 + x 2 + x + 3 . 
7.7.-Encontrar: — dx 

J x 4 + 4x 2 +3 

Solución.- x 4 + 4x 2 + 3 = (x 2 + 3)(x 2 + 1) , la descomposición es en factores 
cuadráticos sin repetición, por lo tanto: 

x 3 + x 2 + x + 3 _ Ax + B Cx + D 
x 4 +4x 2 +3 ~ x 2 +3 + x 2 +l 
x 3 + x 2 + x + 3 _ (Ax + g)(x 2 + l) + (Cx + D)(x 2 +3) 

^4x^+3 jxi^fx^+í)" 
x 3 + x 2 + x + 3 = A(x 3 + x) + S(x 2 + 1) + C(x 3 + 3x) + D(x 2 + 3) 
x 3 + x 2 + x + 3 = (A + C)x 3 + (B + D)x 2 + (A + 3C)x + (B + 3D) , luego: 



(1) 

(2) 
(3) 
(4) 



( A + C =0 
B + D = l 
A +3C =1 
B +3D = 3j 



Con (1) y (3), se tiene: 
Con (2) y (4), se tiene: 



A+ C = \ 



Por lo tanto 

I 



x 3 +x 2 +x + 3 _ 
x 4 + 4x 2 + 3 

r xdx r 

dx = + 



v A + 3C = l y 
^5 + D = 
S + 3D = 3 

x 



V 



- + - 



x+x+x + 3, r xdx 

4 , a 2 



x + 3 x 2 + l 

dx 



A = 1,C = 
>S = 0,D = 1 
, o sea: 



1 



x 4 + 4x z + 3 J x + 3 
rx 3 +x 2 +x + 3^ _ 1 r 2xdx 
J x 4 + 4x 2 + 3 X ~7-' 



x 2 +l 



,sea:w = x +3, du = 2xdx, luego: 



(• dx í rau r 

J v 2 4-1 2 9 J ,/ J 



1 r du 



2 J x + 3 



dx 



x 2 + l 2 



x 2 + l 2 



1 I I 1 I 2 I 

= — £ ?] \u\ + are rgx + c = —ír¡\x +3| + arcrgx + c 



Respuesta: J 



x 3 +x 2 +X + 3, 1 . I 2 .I 

— t -r dx = —in\x +3\ + &rcTgx + c 

x 4 + 4x 2 + 3 2 1 1 



7.8.-Encontrar: f— 

J y 



xVx 



Solución. 

4 



x 4 + 2x 2 +l 



|x 4 + 2x 2 +l 



2x 2 -l 



-2x 2 -l 



Luego J 



xVx 



x 4 + 2x 2 + l 



■Jh- 



2x 2 + l V f , f 2x 2 + l , 
dx = J dx - J — — — — ax 



x 4 +2x 2 +l 



x 4 +2x 2 +l 



La descomposición del denominador es:x 4 + 2x 2 + l = (x 2 +l) 2 , entonces 



2x 2 +l 



Ax + B Cx + D 

- + - 



2x 2 + l (Ax + B)(x 2 +l)(Cx + D) 



x 4 + 2x 2 +l x 2 + l (x 2 +l) 2 
2x 2 + 1 = (Ax + S)(x 2 + 1) + (Cx + D) ; 



"+1 {£^íf 
2x 2 + 1 = A(x 3 + x) + S(x 2 + 1) + Cx + D 



2x 2 +l = Ax 3 + Bx 2 + (A + C)x + (B + D) 

Calculando las constantes por el método general, se tiene: 

^A =0^ 

B =2 
A +C =0 
A +D = lj 



Resolviendo el sistema: C = -A ^> A = 0:. C = 0, B + D = l^> D = l-B^> D = 
luego: 



2x 2 +l 



1 



, o sea: 

x 4 + 2x 2 +l x 2 + l (x 2 + l) 2 



h 



2x 2 +l 



_ ^ r dx r ax _2¡ ax f ax 
x 4 +2x 2 +T~ ■> x 2 + l 2 (x 2 +l) 2 ~ ■> x 2 +l 2 (Vx 2 + 1) 4 

Sea: x = zg6,dx = sec 2 0d0\4x 2 + 1 = sec6> , luego: 

=2arcrgx- Jcos 2 6* 

! 2 V>> 2 are r.c'.v - ' J ¿0 - ' J eos 2ft/0 



é/x 



dx 



dx 



_ r sec <9 r df9 

= 2arcrgx- — a6> = 2arcrgx- — 

J sec # J sec 6 

= 2arcrgx- j"- 



arcrex- — 0-— sen26) + c = 2awrgx- — 0- — sen#cos# + c 
2 2 2 2 



Vx 2 + 1 



De la figura se tiene que 

TgO = x, 9 are rgO, s e n 6> = 




Vx 2 + 1 
1 



, eos = 



Vx 2 + 1 

1 



1 IX 

Luego: = 2arcrpx — arcrex , —¡= 

2 2V77IV77T 

Recordando que: 



1 x 

+ c = 2arcr#x — arcrex 

2 2(x 2 +l) 



+ c 



x dx 



x 4 +2x 2 + 



(2x 2 +l)<ix . 1 1 x 

— ; = x - 2 are Tgx + — are zgx + - 

x 4 + 2x 2 +l 2 2(x 2 + l) 



+ c 



Respuesta: J^-^^ 



3 x 

= x — arcrgx + - 

x 4 + 2x 2 + l 2 



2(x z + l) 



- + c 



c x dx 

7.9.-Encontrar: — — 

J x 4 -l 

Solución. - 



X 

-x 4 + l 



|x 4 -l 



1+ 



1 



x 4 -l 



dx = í dx + í f X 
J J x 4 -1 



E 

Luego: 

C xVx _ (• 

Descomponiendo en factores el denominador: 

x 4 - l = (x 2 -l)(x 2 +1) = (x 2 +l)(x+l)(x-l) , es decir factores lineales y cuadráticos 
sin repetición por tanto: 
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Ax + B C D 

; + + 



1 



(Ax + B)(x 2 - 1) + C(x 2 + l)(x - 1) + D(x + l)(x 2 + 1) 



1 = A(x 3 - x) + B(x 2 + 1) + C(x 3 - x 2 + x - 1) + D(x 3 + x 2 + x + 1) 
l = (A + C + D)x 3 +(B-C + D)x 2 +(-A + C + D)x + (-B-C + D) 
Luego: 

+ C+D = A 



(2) 
(3) 
(4) 



B-C+D=0 
-A +C+D = 
-B-C + D = \ 



Con (1) y (3), se tiene: 



Con (2) y (4), se tiene: 



Con (5) y (6), se tiene: 



A+C+D=0 



-A + C + D = 0^ 
B-C+D=0 
K -B-C + D = \j 
f 2C + 2D = 0^ 
-2C + 2D = 1 



2C + 2D = 0(5) 
>-2C + 2D = l(6) 



C = -V D=V 



Además: A = 0,5 = -j^ , luego: 
1111 



- + - 



, con lo cual: 



r dx í r dx Ir 
J x 4 -l ~ 2-> (x 2 +l) 4-l| 



x 4 -l 2(x 2 +l) 4(x + l) 4(x-l) 

dx 1 p dx 
(x 2 +l) 4 J (x + l) + 4J (x-1) 

= - Y^arcTgx- j/^£r]\x + l\ + j/^£rj\x-l\ + c 

Dado que:J = Jrfx + J f X ^ = x-J^arcrgx + /^l?7 

Respuesta: f 4 1 ~ = x ~ J^arcrgx + j^lv * ' 



x-1 



x + 1 



+ c, entonces: 



x + 1 



+ c 



7.10.-Encontrar: J 



t 4 -2x 3 +3x 2 -x + 3 



x -2x +3x 
Solución. - 

x 4 -2x 3 + 3x 2 -x + 3 |x 3 -2x 2 + 3x 
-x 4 + 2x 3 - 3x 2 x 



dx 



-x + 3 



Luego: 
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■2x 3 +3x -x + 3 



x -2x +3x 



r 

dx = \ 



x — 3 



dx — | xdx - 1 - 



x-3 



-dx 



x -2x +3x J J J x -2x +3x 
Descomponiendo en factores el denominador: 

x 3 -2x 2 +3x = x(x 2 -2x + 3) , es decir un factor lineal y uno cuadrático; por lo cual: 



x-3 



x-3 



x 3 -2x 2 + 3x 




A(x 2 -2x + 3) + (Bx + C)x 



x -2x+3 



x - 3 = A(x 2 - 2x + 3) + (Bx + C)x => x - 3 = ( A + B)x 2 + (-2 A + C)x + 3A 
De donde: 
r A + B 



-2A 
3A 

Luego: 

x-3 



x 3 -2x 2 + 3x 



= 0^ 
+ C= 1 
= -3 



A = -l 
B = -A => B = 1 
C = 1 + 2A^C = -1 



1 



- + - 



x-l 



x-3 



x -2x +3x 



■dx ■ 



.2 

r dx r 

í- + i 



, de donde: 

x-l 



x 2 -2x + 3 



I 



x -2x +3x -x + 3 
x 3 - 2x 2 + 3x 



dx = j" xdx + 1 r¡ | x| - j" 



¿/x = — f 77 |x| + J 
x-l 



x-l 



X 

dx 



■2x + 3 



-dx 



x i | r x-l , x . ¡ , 1 r z(i 

= — + £n x - — dx = — + £n\x\ — — 



■2x + 3 
1 f 2(x-l)dx 



■2x + 3 



2 J x -2x + 3 



Sea: u = x 2 - 2x + 3, du = (2x - 2)dx =^> du = 2(x - l)dx 

x 2 „ 1 1 1 rdu x 2 . 1 1 1 . 1 2 „ „i 
= — + ^?7|x| — J — = — + ^|x| — lr¡\x -2x + 3| + c 



Respuesta: J : 



x -2x +3x 



-dx = — + ^77 
2 



■2x + 3 



+ c 



EJERCICICOS PROPUESTOS 

Usando La técnica de descomposición en fracciones simples parciales, calcular 
las siguientes integrales: 

r (x 5 + 2)¿x 7.12.- í-^ 7.13-f 

J x 2 -l J (x + 1) 2 J x 2 -2x-3 

7.14- f (3X + 7¥X 7.15- f^fa 7.16- f ( f 5¥X 

J (x-l)(x-2)(x-3) J x 3 +1 J x 2 -x + 6 

(x 2 + l)dx _ . _ f (x 2 + 6)dx -rin f C^ 2 _ l)^ x 



7.17.- f^Líi^ 7.18- f KX + ? ° ,ax 7.19.- f-£- 

J x 3 + l J (x-l) 2 (x-2) J (x 2 + 



D(x-2) 
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xdx 
x 2 -4x-5 

x 2 dx 



x 2 +2x + l 
dx 



x(x +JC + 1) 

3x 2 +2x-2 



dx 



x 3 -l 
3x 2 + 3x + l 



x 3 +2x 2 +2x + l 

x 2 + 2x + 3 , 

z— dx 



dx 



x -x 
(x + 5)dx 



x-3x + 2 
(2x 2 +3x-l)dx 



x 3 +2x 2 +4x + 2 
sen OdO 



cos 2 6> + cos6>-2 
(2x 2 + 41x-91)¿/x 



x 3 -2x -llx + 12 
sen xdx 



cosx(l + cos x) 



x 5 dx 



7.21. 
7.24. 

7.27. 

7.30. 

7.33. 

7.36. 

7.39. 

7.42. 

7.45. 

7.48. 

7.51. 



xdx 

x 2 - 2x - 3 
dx 



x(x + l) 2 
2x 2 +5x-l 



dx 



x +x -2x 
x 4 - x 3 + 2x ¿ - x + 2 



(x-l)(x 2 + 2) 2 
x 3 + 7x 2 -5x + 5 



dx 



dx 



(x-l) 2 (x + l) 2 
(2x 2 -3x + 5)dx 



(x + 2)(x-l)(x-3) 
2x 3 + 3x 2 + x-l 



(x + l)(x 2 + 2x + 2) 2 
x 4 -2x 2 +3x + 4 



dx 



dx 



(x-l) 3 (x 2 +2x + 2) 
4x 4 -2x 3 -x 2 + 3x + l 



(x 3 + x 2 -x-1) 
(2x 4 + 3x 3 - x - \)dx 



dx 



(x-l)(x 2 + 2x + 2) 2 
(2 + Tg 2 0)sec 2 0d0 



7.22.- 
7.25.- 

7.28.- 
7.31.- 
7.34.- 

7.37.- 
7.40.- 

7.43.- 
7.46.- 
7.49.- 

7.52.- 



■ (x + í)dx 

x 2 +4x-5 
dx 

(x + l)(x 2 + l) 

• (x 2 + 2x + 3)dx 

(x-l)(x + l) 2 

■ (2x 2 - lx-\)dx 

x 3 + x 2 - x - 1 
2xdx 
(x 2 + x + l) 2 

• (3x 2 + x-2)dx 

(x-l)(x 2 +l) 
r (2x + \)dx 
> 3x 3 +2x-l 

édt 
e 2 '+3e' + 2 

■ 3x 4 dx 



(x 2 +l) 2 



dx 



e 2x +e x -2 



■ (5x 3 + 2)dx 
x 3 - 5x 2 + 4x 



(x 3 +l)(x 3 +8) 



RESPUESTAS 

7.11,f 

Solución. 

•(x 5 + 2)dx c( 3 x + 2\ r r , , r , rx + 2 



• (x 3 + 2)dx 
x 2 -l 



í ; = f x 3 +x + ^ dx= í x 3 dx+ í xdx+ í — dx 

J x 2 -l ¡ { x 2 -\) J J J x 2 -1 

x 4 x 2 r (x + 2)dx , . 

= — + — + — (*) , luego: 

4 2 J (x + l)(x-l) 

x ~h 2 ¿4. .Z? _ . . *i n , * ^ 

r + — -^^>x + 2 = A(x-1) + B(x + 1) 
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x = 1 ^> 3 = 25 => B 



jc = — 1=>1 = 

.4 2 



-2A: 



x x 1 r dx 3 r dx x x 1 „ i ^ ■ 3 „ ■ ,i 

(*) = — + + - = — + £n\x + l\ +—£n\x-l\ + c 

4 2 2 J x + l 2 J x-l 4 2 2 1 2 1 



x 4 x 2 
= — + — + 77 
4 2 



Vx+T 



+ c 



7.12.- 

J (x + 1) 2 
Solución. - 

C xdx _ (• Adx (• Bdx 

■I (x + l) 2 ~J V7T + J 



(*) , luego: 



■ + ■ 



5 



(x + l) 2 x + l (x + l) 2 

fjc = -l=>-l = fl 
" U = 0=>0 = A + fi=> 



=> x = A(x + l) + fí 



B: 



-1 



. . r dx r <ix 



l 



Solución. 

x 3 dx 



x+i j (x+iy 

x 3 dx 



■ £tj\x + 1\ + (x + Y) 1 +c = ítj\x + 1\ + - + c 



■2x-3 



I 



x 2 -2x-3 



J x + 2 + 



7x + 6 
x 2 -2x-3 



dx = j" x¿/x + 2 j" dx + j" 



(7x + 6)dx 
x 2 -2x-3 



(7x + 6)dx 
(x-3)(x + l) 

A S 

- + - 



= — + 2x+í 
2 J 

(7x + 6) 

(x-3)(x + l) x-3 ' x + l 

r x = 3 => 27 = 4A => A = 2 l 



(*) , luego: 



7x + 6 = A(x + l) + B(x-3) 



x = -l=>-l = ^fi=>B = V 



(*) 



- + 2x + 



27 r dx 1 (• 
J áJ 



2 4 J x-3 4 J x + l 

T 2 1 

= — + 2x + -£n (x-3) 27 (x + l) \ + c 
2 4 1 1 



<¿x x . 27 . , -, 1 . , 

= — + 2x + — lTj\x-3\ + —£Tj\x+l\-t 



.14.- f— 



(3x + 7)<ix 



(x-l)(x-2)(x-3) 
Solución. - 

r (3x + 7)dx r AJx r fídx r Cdx , . 

1 = + + (*) 

J (x-l)(x-2)(x-3) J x-1 J x-2 J x-3 



(3x + 7) 



ABC 

- + + - 



(jc — 1)(jc — 2)(jc — 3) x — 1 x — 2 x — 3 
3x - 7 = A(x - 2)(x - 3) + B(x - l)(x - 3) + C(x - l)(x - 2) , luego: 
r x = 1 => -4 = 2 A => A = -2 
x = 2=>-l = -B^>B = \ 
x = 3=>2 = 2C=>C = l 

(*) = _ 2 [^+ f-^- + f-^L = _2^|x-l| + ^|x-2| + ^|x-3| + c 
J x-1 J x-2 J x-3 ' 

= (*-2X*-3) 4| , 



d-l) 2 
dx 



dx 



7.15.- f 

Solución.- 

í ! /v * f 



dx 



r Adx r + C)dx , 
I — r + J — 2 ^7 (*) , luego: 



(x + l)(x -x + 1) J x + 1 J (x -x + 1) 



1 



A + (Bx + C) ^ 1 = A(x 2_ x + 1) + (gx + c)(x + 1) 



(x + l)(x 2 -x + 1) x + 1 (x 2 -x + l) 
x = -l^l = 3A^A = j^ 

x = 0^l = A + C^C = l-A^C = 2 / 



x = \^>\ = A + {B + C)2^>\ = y 3 + 2B + 2C^>y 3 = B + C^>B = y 3 - 

b-/ 3 

Ir ¿x r^~/3 x + K )£/x _ 1 . ii lf(*-2)<£c 



. . ir Oí r 

(*) =- + 

3 J x + 1 J 



= -^?;|x + l 



(x -x + 1) 



- i // x+ I 

3 1 



= -£rj\x + l 



= -£n\x + l\ 
3 1 



= -^77 X + l¡ 
3 ' 



1,(2.-4)^1 1, 

fiJ r 2 -r-l-1 1 ' 1 1 £ J 



■x + 1 
1 f (2x-l)dx + l 



3 J x -x + 1 
(2x-l-3)dx 
x 2 - x + 1 



6 J x -x + 1 2 J x -x + 1 



dx 



— — ^77 |x 2 -X + l| + - í 



é/x 



2V-x+K)+ 3 / 



--£n\x 2 -x + l\ + —[- 



dx 



■— £n x 2 -x + l + 
6 1 1 

1 



1 1 

2 



>) 2 +( v %) 2 



- 1/ 



- + c 



6 



, i 2 J V3 2x-l 

«77 x -x + l H arcre — ¡^ + c 

1 1 3 S 



£r¡ 



^/x 2 -x + l 
7 16 J ^ X + ^ X 



V3 2jc-1 

h arcrp — p^ + c 

3 5 V3 



2 -x + 6 



Solución. - 

p (x + 5)dx _ (• 

J r 2 _ r + 6 "J 



(x + 5)cfx 



r Adx p oax . . . 
+ (*) , luego 



Bdx 



x + 6 J (x + 3)(x-2) J (x + 3) J (x-2) 



(x + 5) A B 



■ + - 



(x z + x-6) (x + 3) (x-2) 
x = 2^7 = 5B^B = J/. 

x = -3 => 2 = -5 A => A = - 2 / 



=>x + 5 = A(x-2) + B(x + 3) 



. . 2 r dx 7 r dx 2 . i .i 2 . , 1 . 

(*) = — + — = — £n\x + 3\ +—£n\x-2\ + c = -£n 



5 J x + 3 5 J x-2 
(x 2 + l)dx 



(x-2) 7 



(x + 3) 2 



+ c 



7.1 7.- J 

S 

C {x +í)ax _ (• 



x 3 + l 
Solución. - 

• (x 2 + \)dx 



(x 2 + \)dx 



Adx r(Bx + C)dx 



x+\ 

(x 2 +l) 



= [ (*) | ueg0 . 

(x + l)(x 2 -x + l) J (x + 1) J (x 2 -x + l) 



A Bx + C 

- + - 



x 3 +l (x + 1) (x 2 -x + l) 
x = -l=>2 = 3A=>A = 2 / / 

x = 0^l = A + C^C = j4 > 

x = l^2 = A + (B + C)2^B = j4 > 

(x 2 +V)dx r (x 2 + V)dx 2 



x 2 + 1 = A(x 2 - x + 1) + (Bx + C)(x + 1) 



(*)J 



dx 



1 p (x + l)¿/x 



x 3 +l 



(x+l)(x 2 -x + l) 3-f(x + l) + 3 J (x- x + 1) 



iJ(x 2 - 



2 , . IpÍK^-^ 



+ • 



(x 2 -x + l) 



= -^77 x + 1 +-^?7 x -x + 1 + 



4- 

2 J (x 

2 , , 1 i , i 1 p 
= —£n\x + l\ +—£n\x-x + l\ + —\ — 

3 " 1 6 '! 1 2J( X 



dx 2 
3 

dx 



1 p (2x-l)dx 1 



= -^|x + l| + -f lZ 2 X ' +- , 
* 1 ' * J (x 2 -x + l) 2 J (x z -x + l) 



í; 



dx 



: x + 1) 
dx 



■ x + /4 ) + 3 Á 



■-—£r)\x + l\ + -£ri\x 2 -x + l| + - í — — =r- 

6 6 1 1 2j (x-K) 2 + ( ^/ 
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= -£r/\(x + Y) 4 (x 2 -x + l)| + --^arcrg — j^ + c 



2 V3 
2 



: _ 1/ 
2 

2jc-1 



= ^ 77 |(x + l) 4 (x 2 - x + 1)| + are vg — -j=- 



- + c 



7.18.- 

J Cr- 



(x 2 + 6)dx 



(x-l) ¿ (x-2) 
Solución. - 

r (x 2 + 6)dx r Adx 



(x-l) 2 (x-2) 
(x 2 + 6) 



- + 



Bdx r Cdx 
- + 



(x + 1) J (x-1) 2 •'(x + 2) 



(*), luego: 



■ + ■ 



B 



■ + - 



(x-l) 2 (x-2) (x + 1) (x-1) 2 (x + 2) 
x 2 + 6 = A(x + l) + (x + 2) + S(x + 2) + C(x-l) 2 

' x = 1^7 = W^>B = Y 3 
x = -2^10 = 9C^C = 10 / 



x = 0=>6 = -2A + B + C=> A = - \ 



1 r dx 7 r dx 10 r 

(*) = + _ t + — 



9 

dx 



9 J (x + l) 3 J (x-ir 9 J (x + 2) 



l,i ,i 7 1 10 „ , . 

= — £n\x-l\ + — £n\x + 2\ 

9 1 1 3 jc-l 9 1 1 



= -£n 
9 



(x + 2) 1 



x-1 



7 



3(x-l) 



- + c 



(x - l)dx 
D(x-2) 



J (x 2 + 
Solución. - 

r (x 2 - l)dx r Ax + B , p Cdx . . . 

— ^ = —= dx+ (*) , luego: 

J (x 2 +l)(x-2) J (x 2 +1) J (x-2) 



Ax + B 



- + - 



C 



(x 2 +l)(x-2) (x 2 +l) (x-2) 
x = 2^3 = 5C^C = Y 5 

= Q^-\ = -2B + C^B = Y 5 

■ = 1 => = -(A + B) + 2C => A = 2 Á 

^ f ( ?5 x+ % )£/x f/5 Jx 1 r 2xJx 4 

(»)=] 7 ~, 2 +1— = -1— + - 

J (x +1) ' 



=> x 2 - 1 = ( Ax + B)(x - 2) + C(x 2 + 1) 



1 (• 2xdx 4 (• dx 
5-1 (x 2 +l) + 5J (x 2 + 



1 



3 r dx 

(.v-2) 5 J tx 2 +l) 5 J (x 2 +l) + 5J x^2 
1 



= -^?7 x +1 + -arcx + -^7 x-2 + c = -^7 (x +l)(x-2) +-arcx + c 



J x 2 -4x-5 
Solución. - 

r xdx r xdx r Adx r Bdx , . . 

— ; = = + (*)> luego: 

J x 2 -4x-5 j (x + 5)(x-1) j (x + 5) j (jc-1) 

x A B 

+ =>x = A(x-l) + B(x + 5) 



(x + 5)(x-l) (jc + 5) (x-1) 
x = \^>\ = 6B^>B = Y 6 

x = -5 => -5 = -6 A => A = 5/ 



'6 

W = 7Í7^ + 7Í7^TT = 7^l x + 5 l + 7^l x - 1 l + c = 7^l^ + 5 ) 5 ^- 1 )| + c 
6 J (x + 5) 6 J (x-1) 6 6 1 6 1 1 

7.21-f 

J x 2 -2x-3 

Solución. - 

r xdx r xdx r Adx r Bdx 



x 2 -2x-3 J (x-3)(x + l) J (x-3) J (x + 1) 



J (x-3) + J i 



(*) , luego: 



X A +— — =^x = A(x + l) + B(x-3) 



(x-3)(x + l) (x-3) (x + 1) 
x = -l^-l = -4S^S = j^ 

x = 3^3 = 4A^ A = 3 / 



'4 

(*) =-[-^— + -[— — = -^7|x-3| + -^^|x + l| + c = -^7|(x-3) 3 (x + l)| + c 



7.22, J 



4 J (x-3) 4 J (x + l) 4 
(x + l)dx 



x 2 + 4x-5 
Solución. - 

f (x + l)dx _ (• (x + l)dx _ (• Adx (• Bdx 
x 2 + 4x-5 ~J (x + 5)(x-l) (x + 5) + J (x-1) 
x + 1 A B 



(*), luego: 



(x 2 +4x-5) (x + 5) (x-1) 
x = 1^2 = 6S^ B= X 

x = -5^3 = -4A^-6A = 2 / 



+ - — => x + l = A(x-l) + S(x + 5) 

3 



' 1 b =-£^|x + 5| + -^77|x-l| + c = -^?7|(x + 5) 2 (x-l)| + c 



. . z r ax i r 

(*)=- + - - 

3 J (x + 5) 3 J (x-l) 3 1 1 3 1 ! 3 

7.23, f * 2dx 

J x 2 +2x + l 

Solución.- 



x 2 dx 



x 2 +2x + l 



r Adx r 
J J 



2x + l 

x 2 + 2x + l j 
Bdx 



dx = j" dx - j" 



(2x + l)dx 
x 2 +2x + l 



= J<fr-J 



(2x + \)dx 
(x + 1) 2 



(x+i) j (x+ir 

- + - 



= x- 
2x + l 

(x + 1) 2 ~ (x + 1) (x + 1) 

fjc = -l=>-l = fl=>fi = -l 
" |x=0^1 = A + S^ A = 2 
dx r dx 



(*), luego: 
^>2x + l = A(x + 1) + B 



2Í— -í 



(x + 1) J (x + ir 



: x- 



2£^|x + l| + 



x + 5 



dx 



(*)=*- 

7.24.- f- 

J x(x + l) 2 

Solución. - 

r dx r Adx r Bdx 
■> x(x + l) 2 (x + l) +J (x + 1) 2 

?— = - + — — + C - ^l = A(x + l) 2 + gx(x + l) + Cx 

x(x + l) 2 x (x + 1) (x + 1) 2 

-1 



+ c = x-2^^|x + l| ~^ + c 



r Cdx 

J—^(*), luego: 



* = -l=>l = -C=>C 
x=0=>l = A=>A = l 
x = l^l = 4A + 2B + C^B 

dx r dx r <¿x 
v - (x + l)~J (x + 1) 

dx 



r ax r ax r 
(*) = 

7.25.- f 

J (x + l)(x z +l) 

Solución. - 



= £tj\x\-£t]\x + 1\ + —^— + c = lr¡ 
x + 1 



x + 1 



+ ■ 



x + 1 



-+c 



í 



dx 



r Adx r Sx + C , . 
Í7TT + Í7^^ W ' lue 9 0: 



(x+i)(x+ir J x+i J (x 2 +i) 



1 



A + Bx + C ^l = A(x 2 +l) + (gx + C)(x + l) 



(x + l)(x 2 +l) x + 1 (x 2 +l) 
'x = -l^l = 2A^A = ^ 

x=0^1 = A + C^C = Y 2 

x = \^\ = 2A + (B + C)2^B = -y 



. . I r dx r 

(*) =- + 

2 J (x + l) J 



( /4x+ Yodx i 



(* 2 +D 



^I* +I l4í 



x-1 



2 J (x 2 + l) 



-dx 



l.i ,i 1 f 2xdx l r dx 1 , , 1 i 2 i 1 

x + l — — = + — — r = — in x + 1 — £ 77 x +1 + — arcrgx + c 

^ 1 ! 4 J (x 2 +l) 2 J (x 2 +l) 2 1 ! 4 'I I o 
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7.26.- í ^ 

J x(x +JC + 1) 

Solución. - 

r dx r Adx r Bx + C , , . . 

J— i -=| + J71 -<&(*)■ luego: 

j jc(jc+jc + 1) J x j (jc+jc + 1) 

1 = — + ^ X + C =>1 = A(x 2 +x + l) + (5x + C)x 

x(jc +JC + 1) X (x +JC + 1) 

x = 0=>l = A=>A = l 
.-. < x=l=>l = 3A + B + C=>B + C = -2 
x = -l=>l = A + B-C=> B-C = 

•dx (• (x + l)dx i i í r (2x + 2)dx 



(*) = Hi — = ^x + l — - 



= ^77 
= ^77 

= ^77 

= ^77 
= ^77 



x J (x z + x + l) '' 1 2 J (x 2 +x + l) 
1 f (2x + l) + l ÍT _ ,, l f (2x + l)¿/x Ir dx 
2 J (x 2 +x + l) 1 1 2 J (x 2 +x + l) 2 J (x 2 + x + l) 

dx 



-U v \x 2 + x + \\-U 



2 J (x 2 + x+^)+3 



-U v \x 2 + x + \\-U 



dx 



2J (x + / l/) 2 + (^) 2 
x+ 



1 , I 2 ni 1 1 X + 

-(n i +x + l i^-rarcrs — ^ 

2 1 2V3/ V3 

/2 

1,12 ,i 73 2x + l 
— £77 |x +x + l| arcrg — t=- 



7.27.. r y^- 1 ^ 

J x 3 +x 2 -2x 
Solución. - 

■ (2x 2 +5x-l)dx r Adx r SJx r Cdx 



J ( 



r Aax r r l¿zx . . . 

= J + Jt — ít+J 7 — -«Juego: 



x +x -2x) J x J (x-1) J (x + 2) 

A S 

= — + + - 



2x 2 +5x-l A B C 



(x 3 +x 2 -2x) x (x-1) (x + 2) 
2x 2 + 5x - 1 = A(x - l)(x + 2) + Sx(x + 2) + Cx(x - 1) 

'jc = => -1 = -2A => A = y 2 

x=l=>6 = 3B=>B = 2 



(*) =-¡ — + 2\— — -f dx =-iri\x\ + 2iri\x-\\--lri\x+2\ + c 

2 J x J (x-1) 2 J (x + 2) 2 2 



_. - _ r x 2 + 2x + 3 , 
7.28.- ^dx 

J (x-l)(x + l) 2 



Solución. - 

r x 2 +2x + 3 , r Adx r Bdx r Cdx 



r A-cvc r oax r 

*ix = + + - 

J (x-1) J (x + 1) J i 



(x-l)(x + iy J (jc-1) J (x + 1) J (x + 1) 

x 2 + 2x + 3 ABC 
- + + - 



^2 



(*), luego: 



(x-l)(x + l) 2 (x-1) (x-1) (x + 1) 2 
x 2 + 2x + 3 = A(x + 1) 2 + B(x - l)(x + 1) + C(x - 1) 
x = \^6 = AA^ A = Y 2 
x=-l=>2 = -2C=>C = -l 
x = 0^3 = A-B-C^>B = ~y 2 

, . 3 p dx 1 r dx r dx 3.1 ,i 1 . i .i 1 

(*) =- t = —Zv pe— 1 — ^77 x + 1 + + c 

2 J x-1 2 J x + 1 J r- 5 ' " " 1 " ' 1 1 



= -^77 
2 



(x-1) 



X + 1 

_ p3x 2 + 2x-2 , 
7.29.- dx 

J x 3 -l 

Solución. - 

r 3x 2 +2x-2, r 3x 2 + 2x-2 , r Adx r(Bx + C)dx 

r dx = z dx = + — r 

J x 3 -l J (x-l)(x 2 + x + l) J x-1 J (x 2 + x + l) 

3x 2 + 2x-2 A Bx + C 

o = + —o 

(x-l)(x +X + 1) X-1 (X +X + 1) 

3x 2 + 2x - 2 = A(x 2 + x + 1) + (Bx + C)(x - 1) 
'jc = 1=>3 = 3A=>A = 1 
x=0^-2 = A-C^C = 3 
x = -l=>-l = A + (-fí + C)(-2)=>fí = 2 



(x + iy 2 1 1 2 1 1 x + 1 

1 

+ + c 

x + 1 



(*). luego 



dx r(2x + 3)dx . | f (2x + l) + 2 



(*) = + \— 7 — = ^7x-l + 

J x-1 J (x 2 + x + l) 1 1 J 



(x +X + 1) J (x +X + 1) 

(2x + í)dx r dx 



dx 



= ^|x-l|+í^^ + 2j , 

1 1 J (x 2 +x + l) J (x 2 + x + l) 

= tT}\x-l\ + ÍTj\x 2 +X + l| + 2Í — =■ 



(x+/ ) 2 +(V-y 2 ) 



2 



i 9 i i x+ % 

= lr¡ (x-l)(x +jc + 1) + 2 ^ . arcrg — A^ + c 



i i 4^3 
= ^7 (x-l)(x 2 + x + l) + arcrg 



6 ^ 
2x + l 



- + c 



7.30.- f±_^L 
J (x- 



x 4 - x 3 + 2x 2 - x + 2 



■l)(x 2 + 2) 2 
Solución. - 

•x 4 -x 3 +2x 2 -x + 2 



dx 



Adx p (Bx + C)dx r (Dx + E)dx 



rx -x +zx -x + z , p Aax p(ox + c;ax r 

5 ; — = + 5 + 

J (x-l)(x 2 + 2) 2 J x-1 J (x 2 +2) J 



(x 2 + 2) 2 



(*) , luego: 



A Bx + C Dx + E 

- + ; + " 



x -x +2x -x + 2 

(x-l)(x 2 +2) 2 x-1 " (x 2 + 2) " (x 2 +2) 2 
x 4 - x 3 + 2x 2 - x + 2 = A(x 2 + 2) 2 + (Bx + C)(x - l)(x 2 + 2) + (Dx + E)(x - 1) 
= A(x 4 + 4x 2 + 4) + (Bx + C)(x 3 + 2x - x 2 - 2) + Dx 2 - Dx + £x - £ 
= Ax 4 + 4 Ax 2 + 4 A + Bx 4 + 2Sx 2 - Bx 3 - 2Sx + Cx 3 + 2Cx - Cx 2 - 2C 
=>+Dx 2 -Dx + Ex-E 

= (A + B)x 4 + (C-B)x 3 +(4A-C + 2B + D)x 2 + (-2B + 2C-D + E)x + (4A-2C- 
Igualando coeficientes, se tiene: 

r A+ B =1 A 

- 5+ C =-1 
4A+2S- C+ D =2 

-2S + 2C- D+ £ =-1 
4A -2C - £ =2 y 



.-. a =y v B=y v c=~y v D =-\,e= o 



1 r í/\ c^3 x y*)dx 



(x 2 + 2) 



x<ix 



x 2 + 2) 2 



3 J x-1 J 

_ 1 r dx 1 (• 2x¿/x 1 (• rfx 1 (• 2xdx 
"I-" *-T + 3-' (x 2 + 2)~3-' (x 2 + 2)~2* (x 2 +2) 2 

l,i ,i 1 » I 2 „| V2 x 1 1 

= —£tj x-1 +— * +2 arcr?— ^ + z + c 

3 1 1 3 1 1 6 V2 2x 2 + 2 

1 . I. ... 2 „J V2 X 1 

--<„|(*-1X* + 2)|-_« r4 -^ + _ ? _ + c 

7.31- f f 2 - 7l -'A 
J x +x -x-1 

Solución. - 

r 2x 2 -7x-l , r 2x 2 -7x-l 



3 2 
x +x -x- 



— dx = í- 
-1 J ( 



c Adx r °<zx r , s , 

— 7+ 7 — ñ + 7 — 777 (*), luego: 
J x-1 J (x + 1) J (x + 1) 



Bdx f Cdx 



x-l)(x + l)- 



(x+i) j (x+ir 



2x 2 -7x-l ABC 



+ + ■ 



(x 3 +x 2 -x-l) x-l (x + l) (x + l) 2 
2x 2 - Ix - 1 = A(x + 1) 2 + B(x - l)(x + 1) + C(x - 1) 

x = -1 8 = -2C C = -4 
x=l^-6 = 4A^ A = - 3 / 



2 

x = 0^-l = A-B-C^B = 7 / 



2 

. . 3 r dx 7 r dx A r dx 3 . , . , 7 „ ■ 4 

(*) = — + - 4 - = — ln\x-\\ + -£n\x + \\ + + c 

2 J x-l 2 J x + l J (x + 1) 2 2 1 1 2 1 1 x + l 



= --iri 
2 



(x + l) 7 



(x-l) 3 



4 

+ + c 

x + l 



7.32.- f 3 3 * 2 + 3 * + 1 j x 

J x 3 +2x 2 +2x + l 
Solución. - 

r 3x 2 + 3x + l , f (3x 2 + 3x + 1)é/x r Adx r(Bx + C)dx , , , 

-r dx= - -. — - — = + \—. — (*), luego 

J x 3 +2x 2 +2x + l J (x + l)(x 2 +x + l) J x + 1 J (x 2 +x + l) 

3x 2 +3x + l A Bx + C 
+ - 



(x + l)(x 2 +x + l) x + l (x 2 + x + l) 
3x 2 + 3x + 1 = A(x 2 + x + 1) + (Bx + C)(x + 1) 
x = -l^ A = l 
jc=0^1 = A + C^C = 
x = 1^7 = 3A + (B + C)(2)^B = 2 

dx i f 2xdx „„l. , ii , f(2x + l)-l 

x 2 + X + 1) 



. . f ax p zxax . , , i M 

(*) = + — 5 = ¿7 JC + 1+ - 

J x + 1 J (x 2 +x + l) ' ' J ( 



<ix 



(2x + l)dx r dx 



=( J] \x + i\ + \ {z r ' -\ 

1 1 J Cv 2 4- v-i-n J 



(x 2 +x + l) J (x 2 + x + l) 



= ^?7|x + l| + ^?7|x 2 + x + l|- j" 



(x 2 + x + )/) + (^/3/) 

i i i x+ V) 

= íri x + l + íri x 2 + x + l — i^-^arcrg — ¿=^- + c 
1 1 V3/ V3/ 

/2 /2 

/, 1/ iw 2 i N | 2a/3 2x + 1 

= £?7|(x + l)(x +x + l)| — arcrg — -j=— + c 

7.33.- f x3 +7x 2 2 - 5x+ 2 5 ¿ x 
J (x-l) 2 (x + l) 2 

Solución.- 



r x 3 + 7x 2 -5x + 5 , r Adx r 
J (x-l) 2 (x + l) 3 J x-1 J (. 



Bdx 



-+ 



p Cdx (• 
J /-v-i-n J 



- + - 



C 

- + + 



(x + l) 
D 



-+- 



Dax 



- + 



■i (x-ir jc+i (jc+ir (x+ir 



-ir(x+ir 

x 3 +7x 2 -5x + 5 
(x-l) 2 (x + l) 3 

x 3 +7x 2 -5x + 5 = A(x-l)(x + l) 3 + S(x + 1) 3 + C(x-l) 2 (x + l) 2 
=> +D(x - 1) 2 (x + 1) + E(x - 1) 2 

= Ax 4 + 2 Ax 3 - 2 Ax -A + Bx 3 + 3Sx 2 +3Bx + B + Cx 4 - 2Cx 2 + C 



■ £"dx 
(x + D 3 



(*) , luego: 



+Dx 3 



Dx 2 -Dx + D + Ex 2 -2Ex + E 



= (A + C)x 4 + (2A + S + D)x 3 + (3S - 2C - D + £)x 2 
^+(-2A + 3B-D-2E)x + (-A + B + C + D + E) 
Igualando coeficientes, se tiene: 

A +C =0^ 

2A + B +D =1 

+ 3S-2C- D+ E= 7 
-2A +3S -D-2£ = -5 

- A + B + C+ D+ E= 2 



A = 0,B = Í,C = 0,D = 0,E = 4 



(*) = f-^T + 4f- 

J (x-1) 2 J (x + 1) 3 

7.34.- f 2xdx - 
J (x 2 + x + l) 2 

Solución. - 

p 2xdx _r(Ax + B)dx 
J (x 2 + x + l) 2 x 2 + x + l 



dx 



1 



x-1 (x + 1) 2 



+ c^ 



x 2 -4x-l 
(x-l)(x + l) 2 



-+c 



+ 



J ( 



(Cx + D)ax 
x 2 + x + l) 2 



(*), luego: 



Ax + B 



- + - 



Cx + D 



x 2 +x + l (x 2 +x + l) 2 



(x z + x + l)- 
2x 

(x 2 +x + l) 2 

2x = (Ax + B)(x 2 + x + 1) + Cx + D => 2x = Ax 3 + Ax 2 + Ax + Sx 2 + Bx + B + Cx + D 
= Ax 3 + (A + B)x 2 + (A + B + C)x + B + D , igualando coeficientes se tiene: 
f A =0^ 
A + B = 

A + B +C =2 
+ D = y 
:.A = 0,B = 0,C = 2,D = 
2xdx 

( 



, de donde el método sugerido pierde aplicabilidad; tal como se 



X +X + 1) 

había planteado la técnica trabajada debe ser sustituida por otra: 

r 2xdx _ (• (2x + l)dx r dx 

■> (x 2 + x + l) "J (x 2 +x + l)J (x 2 + x + l) 2 
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J 



(2x + l)dx 16 
(x 2 + x + l)~~9~ 



í- 



dx 



-(**) 



+ 1 



sea:w = + y^),dx = ^/du , entonces: 



, . 1 16 v3 r du 
(**) 

x 2 +x + l 9 2 J (w 2 + l) 2 
trigonométricamente: 

1 8^3 r sec 2 6>¿/6> 



, trabajando la integral sustituyendo 



x +jc + 1 9 J sec 6> 



t — , ya que: w = z-g6>, du = sec 6><i6> 



1 



8a/3 



x 2 + x + l 9 



1 



8^3 



x 2 + x + l 9 

1 8^3 

x 2 + x + l 9 

1 4^ 

x 2 + x + l 9 



1 1 u 

— are t su H z 

2 2(w 2 +l) 

1 2 , 1A 

2 arC ^V3 /2 

1 2 / 1A 

2 arCr<? V3 Z 2 

aicTg-j=(x + Y 2 )-\ 



4/(x + )/) 2 +l 



x + 



V3 %(x + j^) 2 +l 



4/(x + / l/) 2 +l 



7.35.- J 



Solución. 

•x 2 +2x + 3 



x 2 + 2x + 3 



dx 



x -x 



x +2x+3 



x(x-l)(x + l) 



r Adx r Bdx r CJx . . . 

éx=\ + - — -+J- — -(*), luego 

J x J (x-1) J (x + 1) 



x 2 +2x + 3 A B C 
- + + - 



x(x-l)(x + l) x (x-1) (x + 1) 
x 2 + 2x + 3 = A(x - l)(x + 1) + Sx(x + 1) + Cx(x - 1) 
x = => 3 = -A => A = -3 
x=-1^2 = 2C^C = l 
x = l=>6 = 2B=>B = 3 

(*) =-3¡^ + 3¡^^+ f_^_ = _3^ l7 U + 3^ l7 | JC _i| + ^ l7 | JC + i| + c 
J x J (x-1) J (x + 1) 



= lr¡ 



(x-l) 3 (x + l) 



+ c 



7.36.- j* 



(2x 2 - 3x + 5)dx 
(x + 2)(x-l)(x-3) 
Solución. - 

r 2x 2 - 3x + 5 , r Adx r Bdx r Cdx , s . 

dx= + + (*), luego: 

J (jc + 2)(jc-1)(jc-3) J (x + 2) J (x-1) J (x-3) 

2x 2 -3x + 5 ABC 

= + + 

(x + 2)(x-l)(x-3) x + 2 x-1 x-3 

2x 2 - 3x + 5 = A(x - l)(x - 3) + B(x + 2)(x - 3) + C(x + 2)(x - 1) 
>; = 1^4 = -6B^B = - 2 / 



3 

x=3^14 = 10C^C = V 



5 

x = -2^19 = 15A^ A = 19 , 



15 



, s 19 f dx 2 c dx 7 f dx 19 „ , . 2 a 7 „ , „■ 

(*) = _ + _ = —ln\x + 2\ — £rj\x-l\ + -£rj\x-3\ 

15 J x + 2 3 J x-1 5 J x-3 15 1 1 3 1 1 5 1 1 

_ __ r 3x 2 +x-2 , 
7.37.- — dx 

J (x-l)(x 2 + l) 

Solución. - 

r 3x 2 +x-2 , p Adx r(Bx + C)dx , . . 

^ rfx = + - — = — — (*) , luego: 

J (x-l)(x 2 + l) J (x-1) J (x 2 +l) 

3x 2 +x-2 A Bx + C 
+ - 



(x-l)(x 2 +l) x-1 x 2 + l 
3x 2 + x - 2 = A(x 2 + 1) + (Bx + C)(x - 1) 
x = 1^2 = 2A^A = l 
x=0^-2 = A-C^C = 3 
x = 2^12 = 5A + 2S + C^B = 2 

dx (• (2x + 3)dx f dx f 2xdx f dx 

x 2 +l 

= / 7 |x - 1| + / 7 x 2 + 1 + 3 are rgx + c = lr¡ (x - l)(x 2 + 1) + 3 are zgx + c 



r ík rizx + 3)ax r ax r zxax r 

(*) = + " 5— ^ = + ~5 + 3 

J x-1 J x 2 + l J x-1 J x 2 + 1 J 

-l| + ^^|x 2 
(x + 5)<ix 



7 - 38 -Í x 3 

Solución. - 

r (x + 5)dx r (x + 5)dx r Adx r Bdx r Cdx , . 

\—, — = — — j 1 = + r+ (*), luego: 

J x 3 -3x + 2 J (x-l) 2 (x + 2) J (x-1) J (x-1) 2 J (x + 2) 

x+5 ABC 

- + ^ + - 



x 3 -3x + 2 x-1 (x-1) 2 (x + 2) 
x + 5 = A(x - l)(x + 2) + B(x + 2) + C(x - 1) 



x = l=>6 = 3B=>B = 2 
x=-2^3 = 9C^C = V 



0=>5 = -2A + B + C 
dx _ r dx 



= -in 
3 



>A=-y 3 

Ir dx 

3 J (x-l) J (x-l) 2 + 3* (x + 2) 
x + 2 

- + c 



1 r dx _r 

(*) = — + 2 



1 , .2 1 , , 

-£n\x-l\ + -£n\x+2\ + c 

3 1 1 x-l 3 1 1 



x-l 



x-l 



7.39.- J 

S 

I 



2x 3 +3x 2 +x-l 



(x + l)(x 2 + 2x + 2) 2 



</x 



Adx r (Sx + C)<ix p (Dx + E)dx 



_ (• Aax (• 
J r . i J 



x + 1 J (x z + 2x + 2) 



+ 



x 2 +2x + 2) 2 



(*), luego: 



-+- 



Bx + C 



- + - 



Dx + E 



Solución. - 

•(2x 3 + 3x 2 + x-l)¿/x 
(x + l)(x 2 +2x + 2) 2 
2x 3 +3x 2 +x-l 
(x + l)(x 2 +2x + 2) 2 x + 1 ' (x 2 + 2x + 2) ' (x 2 + 2x + 2) 2 
2x 3 + 3x 2 + x - 1 = A(x 2 + 2x + 2) 2 + (Bx + C)(x 2 + 2x + 2)(x + 1) + (Dx + £)(x + 1) 
= Ax 4 + 4Ax 3 + 8Ax 2 + 8 Ax + 4 A + Bx 4 + 3Sx 3 + 4Sx 2 + 2Sx + Cx 3 + 3Cx 2 + 4Cx 
=> +2C + Dx 2 + Dx + Ex + £ 

= (A + S)x 4 + (4A + 3B + C)x 3 + (+8 A + 4B + 3C + D)x 2 
^+(8A + 2B + 4C + D + £)x + (4A + 2C + £) 
Igualando coeficientes, se tiene: 

' A + B = a 

4A +3S + C =2 
8A +4S +3C +D =3 
8A +2S +4C +D+E= 1 



4A 



+ 2C 



+ £ = -1 



A = -l,B = l,C = 3,D = -2,E = -3 



r dx r 



(x + 3)dx 



x + 1 



J (x 



(2x + 3)dx 



(x 2 +2x + 2) J (x 2 +2x + 2) 2 
(2x + 6)dx r(2x + 2) + ldx 
2 J (x 2 + 2x + 2)~J (x 2 +2x + 2) 2 
= - /7M + lf(^2) + 4 r (2x + 2)dx 



1 r 

= -^7|x-l| + -j 



2 J (x z + 2x + 2) 

= -^|x-l| + lf ( ^ + 2¥x + 2Í- 
1 1 2 J (x 2 + 2x + 2) J ( 

= -^7|x-l| + -^?7|x 2 +2x + 2| + 2j 



(x 2 +2x + 2) 2 
dx 



-J 



dx 



-í 



(x 2 + 2x + 2) 2 
(2x + 2)dx 



dx 



x ¿ +2x + 2) J (x z + 2x + 2) 



: ,.. ,a J (J .2 ... , ,,: 



dx 



1 



1 



(x + l) 2 +l + 2x 2 + 2x + 2 -f^ + i^+i] 



(x z + 2x + 2) 2 
dx 



I I 1 I 9 I 

= -£f]\x-l\ + — £r/\x + 2x + 2| + 2arcrg(x + l) 

11 1 x+l 1 , „ 

=> + ~ r arcrg(x + l) + c 

2x 2 +2x + 2 2x 2 +2x + 2 2 



= £rj 



yJx 2 + 2x + 2 



x + l 
(2x 2 +3x-l)dx 



+ — arcr#(x + l)- — — - — + c 

2 2x 2 + 2x + 2 



7.40.- f 

J x 3 + 2x 2 +4x + 2 

Solución. - 

p (2x 2 +3x-\)dx r (2x 2 + 3x-l)<ix r Adx r (Bx + C)dx 



r tzx +3x-i)ax r Aax r («x + ciax „ . , 
■ = — 5 = + — 7 — (*) , luego 

J fv4-1Vv 2 4-9^-4- 9^ J ÍY-4-U J (y 2 4-9v4-9^ 



x J +2x'+4x + 2 J (x + l)(x z + 2x + 2) J (x + l) J (x z + 2x + 2) 
(2x 2 +3x-l) A (Bx + C) 



- + - 



(x + l)(x 2 +2x + 2) (x + l) (x 2 + 2x + 2) 
2x 2 + 3x - 1 = A(x 2 + 2x + 2) + (Bx + C)(x + 1) 
x = -1 => -2 = A => A = -2 
x=0^-l = 2A + C^C = 3 
x = l=>4 = 5A + (B + C)(2)=>B = 4 

(*) = -2 f + f + = - llri W + 1| + 2 f (2 2 X + 2) " 1 d x 
J (x + 1) J x 2 + 2x + 2 1 1 J x 2 +2x + 2 

= -2^|x + l| + 2f (2x + 2) ^ -2f 2 dx 

1 1 J x 2 +2x + 2 J x 2 + 2x + 2 

= -2^?7|x + l| + 2^77|x 2 + 2x + 2|-2arcrg(x + l) + c 

7.41- f (2 * + í)dx 
J 3x 3 + 2x-l 

Solución. - 

r (2x + í)dx _ p (2x + l)<ix _ (• Adx r (Bx + C)dx . 
J 3x 3 - 2x - 1 ~ ■> (x - l)(3x 2 + 3x + 1) ~ J (x - 1) + ■> (3x 2 + 3x + 1) ' Ue9 °' 
(2x + l) A (Bx + C) 



+ - 



(3x-2x-l) (x-1) (3x 2 +3x + l) 
2x + 1 = A(3x 2 + 3x + 1) + (Bx + C)(x - 1) 

r x = 1 => 3 = 7 A => A = 3/ 



7 

x=0^1 = A-C^C = - 4 , 



7 

l=>-l = A + (-fí + C)(-2)=>fí: 



(*) 



(9x + 4)¿/x_3 | | 1 9 f (6x + 3-^/)rfx 



_3 r dx Ir (9x + 4)dx _ 3 £ , _ 1 |_ J_9 f ' 
~7-l (x-1) 7J 3x 2 +3x + l~7 ' 76-1 



3x 2 +3x + l 



3 i , 3 r (6x + 3)dx 1 r dx 
7 7 ' X ' 14 J 3x 2 +3x + l + 14-> 3x 2 + 3x + l 

3 - I ^1 3 - U„2 , o„ , l| + J_f. JX 



= -tei-l ^rc3x z +3x + l. 

7 1 1 14 '\ 1 14J 3 (x + )/) 2 + / l/ 4 

= -^|x-l|- — ^|3x 2 +3x + l| + -í ^ 

7 " 1 14 'I I 7Jl2(x + )/) 2 +l 

3 3 i ■ / 

= -^77|x-l| ^77|3x 2 +3x + l| + — arcre2V3(x+ K) + c 

7 1 14 'I 1 21 / 2 



-» >■« r x 4 -2x 2 +3x + 4 , 
7.42.- — — dx 

J (x-l) 3 (x 2 + 2x + 2) 

Solución. - 

r x 4 - 2x 2 + 3x + 4 , p Adx r Bdx r Cdx r (Dx + £)¿/x . . , 

5—5 ¿* = + 7+ t+\—? — (*)> luego: 

J (x-l) 3 (x 2 + 2x + 2) J (x-1) J (x-1) 2 J (x-1) 3 J (x 2 + 2x + 2) 

x 4 -2x 2 +3x + 4 ABC Dx + E 

+ ^ + t + - 



(x-ir(x z + 2x + 2) (x-1) (x-l) z (jc-1) (x ¿ + 2x + 2) 
x 4 - 2x 2 + 3x + 4 = A(x - 1) 2 (x 2 + 2x + 2) + B(x - l)(x 2 + 2x + 2) 
=> +C(x 2 + 2x + 2) + (Dx + E)(x - 1) 3 

x 4 - 2x 2 + 3x + 4 = A(x 2 - 2x + l)(x 2 + 2x + 2) + S(x 3 + 2x 2 + 2x - x 2 - 2x - 2) 
=^> +C(x 2 + 2x + 2) + (Dx + £)(x 3 - 3x 2 + 3x - 1) 

x 4 - 2x 2 + 3x + 4 = Ax 4 - Ax 1 - 2Ax + 2A + Bx 3 + Sx 2 -2B + Cx 2 + 2Cx + 2C 

=> +Dx 4 - 3Dx 3 + 3Dx 2 - Dx + £x 3 - 3Ex 2 + 3Ex-E 

x 4 -2x 2 + 3x + 4 = (A + D)x 4 + (B-3D + E)x 3 + (-A + B + C + 3D-3E)x 2 

=> +(-2A + 2C - D + 3£)x + (-2A - 2S + 2C - £) 

Igualando coeficientes se tiene: 

A +D = 1^ 

B -3D + E = 

- A + B + C +3D -3E =-2 

-2A +2C -D +3E = 3 

2A -2B +2C -E =4, 



. A = 106/ fi = 9/ c = 6/ D = 19/ £ = 102/ 
7125' 725'° 75' 7125' 7125 



_ 106 r ¿/x 9 r ¿/x 6 r ¿/x 1 r (19x + 102)¿/x 
~ 125 J ^+1 25 J (x-1) 2 + ?J (x-1) 3 + I25J (x 2 + 2x + 2) 

- 1Q6 fn|x 11 l 9 1 l 6 1 l 19 f ( * + 1 % )d * 
125 1 1 25 x-1 5 (-2)(x-l) 2 125 J (x 2 + 2x + 2) 
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106 „„ L . ,1.9 3 19 f (2jc + 2) + 8jf 



1 1 25(jc-1) 5(x-l) 2 250 J O 



dx 



125 1 250-1) 5(x-l) ¿ 250 J (x ¿ + 2x + 2) 

106 „ , 9 3 19 „ i 2 „ ,i 166 f dr 

= jc-1 + T + íri \x 2 + 2x + 2 +- — 

125 1 1 25(jc-1) 5(x-l) 2 250 1 1 250 J (x 2 + 2x + l) + l 

106 . | 9 3 19 . i 2 „ „, 166 f dx 

= £n\x-l + - + x 2 + 2x + 2 + 

125 1 1 25(jc-1) 5(x-l) 2 250 1 1 250 J (x + l) 2 +l 

106, i 9 3 19 „ i 2 „ „i 166 , „ 

= £n\x-l\ + 7 + £n\x + 2x + 2 + arcr^(x + l) + c 

125 ' 1 25(jc-1) 5(x-l) 2 250 1 1 250 

7.43.- f 2t e '* 

J e 2, +3e'+2 

Solución. - 

f . e —, = í — (*), Sea:u-e' +l,du = e'dt;e t +2-u + l 

¡ e 2t +3e'+2 J {é + 2)0' + 2) 

Luego: 

(*) = + (**) 

J (u + Y)u J (u + Y) J u 

1 A B , t n , „ 

+ — =^> 1 = Au + B(u + 1) 



(u + l)u (u + l) u 

f M = 0=>l = fí=>fí = l 
"\u=-\=>\ = -A=>A = -\ 
du r du 



(**) = -j" — — + j" — = -^77| M + l| + ^77| M | + c - -tr¡\é + 2\ + tr/\e' + l| + c 



= ^7 



e'+l 



e'+2 



7.44.- í 



+ c 

sen OdO 



eos 2 + cosd -2 
Solución. - 

r sen OdO r sen OdO 



r sen cae , „ 
= (*) 



J cos 2 6> + cos<9-2 J (cos6> + 2)(cos6>-l) 
Sea:w = cos#-l,¿/w = -sení?É/é?,cosí? + 2 = w + 3 
Luego: 

(• -¿/m r du (• Aé/m (• SJm 

J (w + 3)w ~J w(w + 3) J^+3 ** 

1 AS , „ x „ 

= — + => 1 = A(u + 3) + Bu 



u(u + 3) u u + 3 

M = 0^1 = 3A^A = j^ 

k=-3=>1 = -35=>5 = - k 
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1 f du 1 



(**) =- - i h 

l-i . ., 1 



C du 
■> (w + 3) 



— ¿77|u| + — ^77 |m + 3| + c 
3 3 1 



= — ^77|cos6>-l| + -f77|cos# + 2| + c ! Como: |cos 0\ < 1 , se tiene: 



3 1 1 3 1 1 3 

>. r r4x 4 -2x 3 -x 2 + 3x + l , 
7.45.- J ; ; ¿£c 



2 + eos 6* 



1 - eos 6 



+ c 



(x +X -X-1) 



Solución. 



I 



4x 4 -2x 3 -x 2 +3x + l 



(x 3 +x 2 -jc-1) 



áx= I 4x-6 + 



9x 2 +x-5 
x 3 +x 2 -x-1 



(¿X 



= f 4<fc- f 6dx + f (9 3 x2+ 2 X - 5¥x = 2x 2 -6x + f 
J J J x 3 +x 2 -x-l J x J +x z -x-l 

Trabajando sólo la integral resultante: 

(9x 2 +x-5)dx r (9x 2 +x-5)dx 



(9x 2 + x-5)dx 



(*) 



í 



x 3 + x 2 



- j)ax _ (• 
x-1 "■>' 



r AJx r Bdx 
+ - + 



(x+ir(x-i) j (x+i) j <x+i) J (x-i) 



J - (**) , luego: 



- + - 



B 



- + - 



(9x 2 + x-5) _ 
(x 3 +x 2 -x-l)~(x + l) ' (x + 1) 2 x-1 
= 9x 2 + x - 5 = A(x + l)(x - 1) + B(x - 1) + C(x + 1) 2 
x = l^5 = 4C^C = y 4 

x=-1^3 = -2S^S = - 3 / 



X = 0: 



-5 = -A-fi + C=> A = 3 l 



(tt) = 31 f dx J f 



Jx 



- + - 



4 

Jx 



4 J (x + l) 2 J (x + l) ¿ 4 



31 
4 



í = — ^77|x + l| + 
•'(x-l) ' " 



- + — ^^|x-l| + c 



2(x + l) 4 



31 

(*) =2x 2 -6x + — £rj x + 1 + 
4 /| I 



- + — ¿7|jc-1| + c 



2(x + l) 4 



7.46.- J 



3x dx 



(x 2 +l) 2 



Solución. - 

3xVx 



J(7 



p 3x 4 dx 



= 3x-3j 



+ l) z J (x 4 + 2x 2 +l) 
2x 2 +l 



-i 



2x 2 +l 
(x 2 +l) 2 



!¿X 



= 3jjx-3j- 



2x 2 +l 
x 2 + l) 2 



(¿X 



-dx (*) 



(x 2 +l) 2 

Trabajando sólo la integral resultante: 

f (2x 2 + l)<¿x r(Ax + B)dx r(Cx + D)dx 



(x 2 + l) 2 



=í- 



(x 2 + l) 



■ + 



U 2 + l) 2 



(**) , luego: 



(2x 2 +l) Ax + B Cx + D „ 2 , ti „ w 2 1X ^ „ 
(x 2 +l) 2 (x 2 + l) (x 2 +l) 2 

=> 2x 2 + 1 = Ax 3 + Ax + Sx 2 + B + Cx + D => 2x 2 + 1 = Ax 3 + Bx 2 + ( A + C)x + (S + D) 
Igualando coeficientes: A = 0,B = 2,A + C = 0^C = 0,B + D = í^D = -í 

X 



<¿x r dx „ l ^ 



(**) =2Í— f - X - =2arcrgx 

J (x 2 + l) J (x 2 + l) 2 2 



are rgx + 



l + x 2 



+ c 



3 x 

= — arcrex + £ 

2 2(1 + x 2 ) 

9 

2' " 2(l + x 2 j 
(2x 2 + 41x-91)¿/x 



(*) = 3x- — arcrgx- — — + c 



7.47.- f 

J x 3 -2x 2 -llx + 12 

Solución. - 

r (2x 2 + 41x-91)¿/x _ r (2x 2 +41x-91)¿/x 
J x 3 -2x 2 -llx + 12~J (x-l)(x + 3)(x-4) 

r (2x 2 +41x-91)dx p A<¿x r Sdx r Cá . . 

= — = + + (*) 

J (x-l)(x + 3)(x-4) J x-1 J x + 3 J x-4 

(2x 2 + 41x-91) ABC 

- + + - 



(x-l)(x + 3)(x-4) x-1 x + 3 x-4 

(2x 2 + 41x - 9 1) = A(x + 3)(x - 4) + B(x - l)(x - 4) + C(x - l)(x + 3) 
x = -3 => 18 - 123 - 91 = S(-4)(-7) => B = -7 
x =4^ 32 + 164-91 = C(3)(7)=>C = 5 
x = l=> 2 + 41-91 = A(4)(-3)=>A = 4 

(*) =4 J — 7j_^_ + 5j_^_ = 4^ l7 | JC _i|-7^ l7 | JC + 3| + 5^ l7 | JC _4| + c 

, (x-l) 4 (x-4) 5 
= £7 — he 



(x + 3) 7 

_ r (2x 4 + 3x 3 -x-l)<ix 
7.4o.- — 

J (x-l)(x 2 + 2x + 2) 2 

Solución. - 

p 2x 4 + 3x 3 -x-l , r Aé/x r (5x + C)dx r (Dx + E)dx , . 

i 5<fr = + — + —o —ñ (*) . !uego: 

J (x-l)(x 2 + 2x + 2) 2 J (x-1) J (x 2 + 2x + 2) J (x 2 + 2x + 2) 2 

2x 4 +3x 2 -x-l A Bx + C Dx + E 

+ — s + - 



(x-l)(x 2 +2x + 2) ¿ (x-1) (x 2 +2x + 2) (x 2 +2x + 2) 2 
2x 4 + 3x 3 - x - 1 = A(x 2 + 2x + 2) 2 + (Sx + C)(x - l)(x 2 + 2x + 2) + (Dx + E)(x - 1) 
2x 4 + 3x 3 - x - 1 = A(x 4 + 4x 2 + 4 + 4x 3 + 4x 2 + 8x) + S(x 4 + 2x 3 + 2x 2 - x 3 - 2x 2 - 2x) 
=> +C(x 3 + 2x 2 + 2x - x 2 - 2x - 2) + D(x 2 - x) + E(x - 1) 
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2x 4 + 3x 3 - x - 1 = ( A + B)x 4 + (4A + B + C)x 3 + (8A + C + D)x 2 
=> +(8A -2B-D + E)x + (4A -2C-E) 
Igualando coeficientes se tiene: 

A + B = 2 ^ 

4A + B + C =3 

8A + C +D = 

8A -2fí -£> + £ = -l 

4A -2C -E=-í 



• 4-3/ r-47/ r-16/ D 
■^-725'^" /25' L ~ 725'^" 



8/ R - V 



25 J x-1 25 J (x 



1 f (47x + 16)¿/x 1 r (8x-l)dx 



= ^^|x-l| + ^f 
25 1 1 ^ J 



(x 2 +2x + 2) 5 J (x 2 +2x + 2) 2 
47 r (x + 1 % 7 )<¿x g (x-lQdx 



25 J (x 2 +2x + 2) 5 J (x 2 +2x + 2) 



í; 



, 47 (2.v + 2)-% 4 (2*+ 2)-% 
= — fnx-l+ — / — 1J -dx — — s ^4i¿x 



i i ti r 
ln\x-\\ + —\ 



50 J (x 2 +2x + 2) ' 5 J (x 2 +2x + 2) 2 
47 r (2x + 2)<¿x 62 r Jx 4 f (2x + 2)dx 



_3 
25 
_ j$_ 
~ 25 

i 

^ + 5 J (x ¿ + 2x + 2) i 

3 47 i 

= — lr¡ x-1 + — ír¡ x 2 + 2x + 2 



50 J (x 2 + 2x + 2) 50 J (x 2 +2x + 2) 5 J (x 2 + 2x + 2) 2 



--i" 



-f- 
J ( 



é/x 



62 



<¿x 



25 



y f 



50 



- + - 



50 J (x + l) 2 + l 5 J (x 2 + 2x + 2) 



f— L 

J (x 2 + 2; 



dx 



[(x + l) 2 + l] 



3 n I 11 47 n I 2 o ol 62 / in 4 

= — ¿?7 x-1 + — ¿77 x +2x + 2 arcre(x + l) + = 

25 1 1 50 1 1 50 5(x 2 +2x + 2) 



+ - 



1 , 1 x + 1 

-arcrg(x + l) + r 

2 2x 2 +2x + 2 



+ c 



3,1 ,i 47 „ i 2 ^ 17 , 1N 9x + l7 

= — ¿77 x-1 + — ¿?7 x +2x + 2 arcr¡?(x + l) + - n 

25 1 1 50 1 1 50 10(x 2 +2x + 2) 



+ c 



dx 



e 2x +e x -2 



7.49.- J 

Solució 

f ^ x _ f 

J + ^ _ ? " J 



dx 



(e*) 2 + e'-2 



<¿x 



[(«*) 



2 +^+l/ 



-2-1/ 



dx 



e + 



-# 2 



(*) , Sea: u = e x + XC , du = e x dx =^> dx = ■ 



du 



- 1/ 



Luego: 



r u /2 _ r _ r Adw r Srfw r Cdw 

•V-(%) 2 J (m- +%)(«-%) ■'«-K ("+%) ("-/ 



(**) 



A 



C 



1 = A(m + - - - Y 2 )(M -%) + c ( u ~ Y)( u + /4) 
u = Y 2 ^\ = A(2)(-l) => A = - j^ 
« = - % => 1 = B(-2)(-3) ^B = Y 6 
u = %=>1 = C(l)(3) => C = 

. . I r du l r du l r du 

(**) = 7- + — 7- + — 7- 

* 2J („-)/) 6¡(u + y 2 ) 3>(u-%) 

=-Urj¡Vu-y^ +U v Vu+y 2 ) +UvVu~y 2 ) 



ir] 



( U +y 2 )(u-y 2 ) 2 



7.50.- J 

s 

I 



<"->2>' 
sen xdx 



+ c = —£rj 
6 



(e x + 2)(e x -lf 



x\3 



(e) 



+ c = -£rj 
6 



(e x + 2)(e x -lf 



„3* 



+ C 



eos x(l + eos 2 x) 
Solución. - 

sen xdx r -sen x<ix 



_ r -senxax _ r ¿/w _ i-aam m„.. . , ,, ( 
eos x(l + eos 2 x) eos x(l + eos 2 x) w(l + w 2 ) w (1 + w 2 ) 



Adw r (Bu + C)¿/m 



Sea:w = cosx, du = -senxdx 
1 A (Bw + C) 



= — + - 



1 = A(1 + M z ) + (S M + C)m 



w(l + w 2 ) u (l + u 2 ) 
l = A + Au+Bu+Cu^l = {A + B)u+Cu + A 
Igualando Coeficientes se tiene: 

A + B = 0^ B = -A^ B = -(1) =>B = -1 

C = 0, 
A = l 



J » J l + u 



+ c = -£rj\cosx\ + £rj 



^/l + (cos x) 2 



+ c 
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= ír¡ 



y]l + (COS X) 2 



+ c 



cosx 



7.51 -J 

s 

I 



(2 + tg 2 0)sec 2 0d0 



l + rg 3 

Solución. - 

(2 + Tg 2 0)sec 2 0d0 _ r (2 + u 2 )du 
l + rg 3 (1 + w 3 ) 

Sea:w = zg0,du = -sec 2 0d0 
r(2 + u 2 )du r Adu r Bu + C 

5 — = + —5 > !uego 

J (1 + w 3 ) J (1 + m) J (w 2 -w + 1) 

(2 + w 2 ) 



(2 + u 2 )du 
(l + u)(u 2 -u + l) 



(*) 



,4 + g M + C ^ (2 + M 2 ) = A( M 2 - M + l) + (g M + C)(l + M ) 



(1 + M 3 ) (I + U) (U 2 ~U + 1) 

(2 + u 2 ) = Au - Au + A + Bu 2 + Bu + C + Cu 
(2 + u 2 ) = (A + B)u 2 + (-A + B + C)u + A + C 
Igualando Coeficientes se tiene: 

f A + B = 



-A+B +C=0 
A +C = 2 



:.A = l,B = 0,C = l 



. . r du r du r du r 

(*) = + -5 = + " 

J 1+M J;/ z _ 7/4-1 J 1+H J 



du 



1 u 

- lr¡ |l + u\ + — -¡=-v are tg 



l + u 

1/ 



(w ■ 



y 2 ?H 



i . u i 2 2w-l 

r- ~ + C = ln\l+U\ + —j=3XCTS — T^ + C 
y/3/ ' ' y/3 y/3 



* li *i 2 (2rg0-l) 
: £>7 1 + rgó' + — 7=arcrg ¡= he 

V3 V3 
(5x 3 + 2) dx 



7.52.- f-£í 

J r — 



x 3 -5x 2 +4x 
Solución. - 



C (5x 3 + 2)dx _ (• (5x 3 + 2)dx _ r aüx r aax r cax 
J x 3 -5x 2 +4x~J x(x-l)(x-4) + (x-l) + J (x-4) * 



Adx 



fi<¿x 



CJx 



x~ -5x +4x 
(5x 3 +2) A 



+ - 



B 



- + ■ 



C 



-, Luego: 



x(x-l)(x-4) x (x-1) (x-4) 
(5x 3 + 2) = A(x - l)(x - 4) + Sx(x - 4) + Cx(x - 1) 
Igualando Coeficientes se tiene: 
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X = 0: 
X=l = 
X = 4: 



> 2 = 4 A = 
7 = -35 : 



A = 



/2 
-7/ 



322 = 12C => C = 



1 rá 7 r dx 161 r 

(*) =- + 

2 J x 3 J x-1 6 J 



161/ 

76 

x-4 2 1 1 



-^^|x-l| + ^-^77|x-4| + c 
6 



x 



14 , l il 161 * l ,l 
— zrj x-1 H £77 x-4 + c : 

3 1 1 6 1 1 
x 5 <¿x 



7.53.- f 

J (x 3 +l)(x 3 + 8) 

Solución. - 

x 5 <¿x P 



1 



Ir] 



x 3 (x-4)' 



(x-1) 1 



+ c 



•f(x 3 + 



x 5 Jx 



l)(x 3 + 8) 



(x + l)(x 2 - x + l)(x + 2)(x 2 - 2x + 4) 



_ (• Adx (• 
J J 



Bdx r(Cx + D)dx r (Ex + F)dx 



(x + D 

5 



(x + 2) 



+ J (x 2 -x + l) + J (x 2 -2x + 4) 

S Cx + D Ex + F 



- + - 



- + - 



- + - 



(*), luego: 

, luego: 



(x J +l)(x J +8) (x + 1) (x + 2) (x 2 -x + l) (x 2 -2x + 4) 
x 5 = A(x + 2)(x 2 - x + l)(x 2 - 2x + 4) + B(x + l)(x 2 - x + l)(x 2 - 2x + 4) 
=> +(Cx + D)(x + l)(x + 2)(x 2 - 2x + 4) + (Ex + F)(x + l)(x + l)(x 2 -x + 1) 
x 5 = A(x 5 + 8x 2 - x 4 - 8x + x 3 + 8) + S(x 5 - 2x 4 + 4x 3 + x 2 - 2x + 4) 
=> +(Cx + D)(x 4 + 8x + x 3 + 8) + (Ex + F)(x 4 + 2x 3 + x + 2) 
x 5 =(A + B + C + E)x 5 +(-A-2B + C + D + 2E + F)x 4 + (A + 4B + D + 2F)x 3 

^+(SA + B + SC + E)x 2 +(-SA-2B + SC + SD + 2E + F)x + (SA + 4B + SD + 2F) 
Igualando coeficientes se tiene: 



A 
-A 

A 
8A 
8A 
8A 



+ B 
-2B 
+ 4B 
+ B 
-2B 
+ 4B 



+ C + E 

+ C + D +2E+ F 
+ D +2F 



= 1 N 

:() 
= 



+ 8C + £ =0 

+8C +8D +2E + F = 
+8D +2F=0 



:. A- 



l Av B 



V c 

721 ' c 



■2/ D 
721'^ 



/21' c 



16/ F 
721'^ 



. . I r dx 8 f 



dx Ir (2x-l)dx 16 p 



__16/ 
721 

(x - l)¿/x 



21 J x + l 21 J (x + 2) 21 J (x-x + l) 21 J (x-2x + 4) 



= — —lri\x + l\ + — lr)\x + 2\ — -^nlx 2 -x + l| + — ¡^4— 
91 1 1 91 1 ' 91 I : 91 J r 2 - 



8 



1 



8 f (2x-2)Jx 



21 



21 



21 



21 J x -2x + 4 



21 



£77|* + l| + — lr¡\x + 2\ £r/\x 2 -jc + l| lr¡\x 2 -2x + a\ + c 



21 



= — £n 
21 



[(x + 2)(x 2 -2x + 4)] 8 



(JC + 1)(JC -JC + l) 



21 



+ c 



21 
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CAPITULO 8 



INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES D SENO Y COSENO 

Existen funciones racionales que conllevan formas trigonométricas, reducibles por 

si a: seno y coseno. Lo conveniente en tales casos es usar las siguientes 

x 2dz 
— , de donde:x = 2arcz\Pzy dx = 

2 6 1 + z 2 



sustituciones: z = rg — , de donde:x = 2arcrgzy dx = - — -. Es fácil llegar a verificar 



2^ 1 z ^ 

que de lo anterior se consigue: senx = r y cosx = r 

1 + z 1+z 

EJERCICIOS DESARROLLADOS 

dx 



8.1. -Encontrar: J 



2-cosx 



Solución.- La función racional con expresión trigonométrica es: , y su 

2 - eos x 

solución se hace sencilla, usando sustituciones recomendadas, este es: 

x _ , 2dz 1-z 2 

z = Tg — , x = 2 are rgz , ax = r- , eos x = r- .'. 

2 1+z 1+z 

2¿fe 2¿fe 



r dx _ r i + z 2 _ r >Kz^ f 2¿fe r 2<fe 

' 2-cosx ~ ' 2 1-z 2 ~ ' 2 + 2z-l + z 2 ~ ' 3z 2 +l~' 3(z 2 + K) 



1 + z 2 



= ± f =^V^arc r*V3z + c , recordando que: z = r A se tiene: 

^ J 2 . , [77x2 1 ^ 9 



3 v+(JK) 2 3 



3- 



= ^ V3 are Tg \[?>Tg ^ + c 



Respuesta: [ — = -arcTg^¡3tg-+c 

J 2-cosx 3 2 

8. 2. -Encontrar: [ — — — 

J 2-senx 

Solución.- Forma racional: 1 



2-senx 



x 2¿fe 2z 
sustituciones : z = — , x = 2 are rgz , dx = j , s e n x = ^ 



2 1 + z 2 l + z ¿ 

2¿fe 2dz 
r_dx__ = r i + z 2 _ f >Kz^ _ r /¿fe r ¿fe 

' 2-senx" ' 2 2z ~J 2 + 2z 2 -2z ~' /(1 + z 2 -z) ~ ' (z 2 -z + l) 

1 + ^ >K^ 
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Ahora bien: z 2 -z + l = (z 2 - z + )/) + l-)/ = (z-)/) 2 + J/ = (z-)/) 2 + (^/ / ) 2 

2z-l 

1 / 

1 



r dx 



-arcrg 



+ c = — j=arcrg- 



■ + c 



i 



-^Larcrg 2 ^_ 1 +c recordando que: z = rg^, se tiene: 



2^3 



&KTg 



2rgy 2 -l 



+ c 



Respuesta: J — 



£¿X 2^3 



2rg%-\ 



2-senx 3 
d6 



-arcrg- 



- + c 



8. 3. -Encontrar: í 

J 4-5cos6> 

Solución.- Forma racional: - 



1 

4-5cos6> 



e 



2dz 



sustituciones: z = rg — , x = 2 are r#z , dx = 

2 1 + z 2 



, eos X = 



l-z 2 



2dz 

dx r 1 + z 2 



2¿fe 



f ax _ f 
"•M-5cos6> J 



4-5 



^1 2 ' 
l-z 



f 



4 + 4z -5 + 5z 2 



1 + z 2 
r 2¿fe r 



2¿fe 



1 + z 2 



9(z 2 -X) 



Q J 



¿fe 



/ 1 



9 J z 2 -(K) 2 9 /(K) 



^7 



- 1/ 



z + 



1 o 

+c=-£n 
3 



3z-l 



1 
Recordando que: z = rg — , se tiene: = -£tj 



3z + l 



+ c 



3rg% + l 



+ c 



Respuesta: J 



= -^77 



8.4.-Encontrar: J 



4-5cos# 3 
dO 



3t 8 % + 1 



+ c 



3cos# + 4sen6> 
Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 

2dz_ ldz 

de r i +z 2 



3cos# + 4sen6> 



tl + z 2 



+ 4 



_2z_ 
1 + z 2 



f 

J 3-3z 2 +8z 
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í- 



■3(z 



2dz 

2_8/ 



z-1) 



í 



dz 



•2_8/ 



z-1 



, pero: 



¿fe 



. ^7 — , sea: w = z - ^Á,dw = dz ; de donde: 

3 J (z-4/) 2 -(5/) 2 /3 



2 1 



32 %> 



^7 



•-4/_5/ 



7 _4/ + 5/ 

z /3V3 



+ C : 



3z-9 



3z + l 



+ c , como: z = rg % , se tiene: 



= — íri 
5 



3Tg% + l 



Respuesta: J 



+ c 



¿0 



8. 5. -Encontrar: J 



3cos^ + 4sen^ 
d9 



: £r¡ 



3rg%-9 



3rg% + l 



+ c 



3 + 2cos# + 2sí'n# 
Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 

2dz 

r d# 



3 + 2cos6> + 2sen6> 



-í- 



_I±z! 



2¿fe 
1 + z 2 



3 + 2 



2¿fe 



1 + z 2 
2¿fe 



+ 2 



2z 
1 + z 2 



„ 2-2z ¿ 4z 

3 + ^ + r 

1 + z 2 1 + z 2 



2dz 



3 + 3z 2 + 2-2z 2 +4z J z 2 + 4z + 5 J (z + 2) 2 + l 



2arcrg(z + 2) + c 



Como: z = Tg%, se tiene: = 2arcrg(rg ^ + 2) + c 

— = 2 are re(r e ^ + 2) + c 

3 + 2cos# + 2sen<9 6 6 /2 



Respuesta: j" 



8. 6. -Encontrar: J 



rg6>-sen6> 

Solución.- Antes de hacer las sustituciones recomendadas, se buscará la 
equivalencia correspondiente a xgO 

2z 

tgO = sen0 = ^\ = , procédase ahora como antes: 

cos<9 1-z 1-z 
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dx 

xgO-senO 



2dz 
l + z 2 

l-z 2+ l + z 2 



í 



2dz 



2(\-z 2 )dz 



2z(l + z 2 )-2z(l-z 2 ) J X + 2z 3 ^2f + 2z 3 
(\-z 2 )^) 



\ 



(2-2z 2 )dz 1 r _ 3 , Irdz 1 1 

r \ z dz — — = 7 — 

\z 2 } 2 J z Az 2 2 



ír¡ \z \ + c 



Como: z = rg ®Á , se tiene: = --(corg 2 ^¿)--£tj 



Respuesta: J 



dx 



8.7.-Encontrar: J 



Tg9-sen0 4 
dx 



= -j(C0Tg 2 <y 2 )-^lT ] 



V 2 
]_ 

2 



0/ 



+ c 



+ c 



2+senx 

Solución.- usando las sustituciones recomendadas 

2dz 2dz 
dx _f l + z. 2 _J _r 



f ax _ f 
J 2 + senx * 2 | 2z 
l + z 2 



¿fe 



= r az = r — 



"i" 



2¿fe 



1 (z + )9 



(z- 



+ K) 2 +( V % / ) 2 ^ 



- are - 



2 2z + l 

+ c = —¡=arcTg — i^ + c 

V3 S 



Como:z = rg-^2, se tiene: = - 7 = are rg 4^ — + c 



dx 



2 2rg%+l 
are rg — + c 



Respuesta: í - r - 

J 2 + senx V3 

_ _ _ . f eos xdx 
8. 8. -Encontrar: 

J 1 + cosx 

Solución. -usando las sustituciones recomendadas: 



r eos xdx _ r i 
1 + cosx 



'l-z 2 V 2¿fe 



1 + z^ 



fl-z 2 Y 2Jz 



1 + 



1-z 



l + z 2 J _ r [l + z 2 Jt>KÍ^J _ r ¿q-z 2 )dz _ r (l-z 2 )¿fe 
J \y¿+\y¿ J (l + z 2 )/ J (l + z 2 ) 



■í 



(-z 2 +l)rfz 



(z 2 +D 



J| -1+ 2 2 - tfe = J¿fe + 2j f Z - =-z + 2arcrgz + c 



z 2 + l 

Como:z = rg^ , se tiene: = -rg — + 2arcrg(rg— ) + c 



Respuesta: J 



eos xdx x 

= -rg — + x + c 

1 + eos x 2 



8. 9. -Encontrar: í 

j 



dx 



1 + s e n x + eos x 
Solución.- usando las sustituciones recomendadas 

2dz 

dx 



í 



l + senx + eos x 



-í- 



1 + 



l + z. 

( 2z } fl-z 2 



+ 



I 



2¿fe 



l + z 2 



_ f 2¿ fe _ f_ z _ = ^u + i| + Cj como:z = rg-^, se tiene: = ^77 rg-^ + 1 
J 2z + 2 J z + 1 /z /z 

Respuesta: J 



+ c 



8.10. -Encontrar: J 



1 + senx + cosx 
é/x 



= ^77 Tgy^ + \ 



+ c 



cosx + 2senx + 3 
Solución.- usando las sustituciones recomendadas 

2dz 

r dx _f l + z 2 _f 

J ri-zM r 4z ^ . J i 



eos x+2senx+3 



= í— 7— = í —„ — = zrcTg(z + l) + c , como: z = rg^Á 

J z 2 +2z + 2 J (z + 1) 2 + 1 /2 



2¿fe 



l + z 2 



+ 



4z 
l + z 2 



+ 3 



z 2 +4z + 3 + 3z 2 J 2z 2 + 2z + 2 



"i: 



2¿fe 



z"+2z + 2 J (z + l) z + l 
Se tiene: = are rg(rg + 1) + c 

Ídx / 
= are rg(vg % + 1) + c 



8.1 1. -Encontrar: J 



cosx + 2senx + 3 
sen x<ix 



1+sen x 



Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 



f 2z 



-í 



senxdx 
1 + sen 2 x 

4zdz 



-i 



U + z 2 



2¿fe 
l + z 2 



4z¿fe 
(l + z 2 ) 2 



1 + 



í; 



m 

4zdz 



1 + 



Ai 



i, 



Azdz 



Azdz 



(l + z 2 ) 2 +4z 2 J l + 2z 2 + z 4 +4z 2 



2\2 



(l + z 2 ) 



í; 



4z<iz 



z 4 + 6z 2 +l J (z 4 +6z 2 +9)-8 J (z 2 +3) 2 -(V8) 2 
Sea: w = z 2 + 3,dw = Izdz 



-A 



dw 



w 2 -(V8) 2 /V8 



^77 



H' 



W + 



V8 



+ c = — iri 
8 



w 



-V8 



w + 



V8 



+ C = 

8 



+ 3-V8 



V2" 



Como: z = rg % , se tiene: = — £n 

/ 1 4 



+ 3-V8 



+ 3 + V8 



4 



+ 3 + V8 
r^ 2 ^< + 3-2V2 



rg 2 -^ + 3 + 2V2 



+ c 



+ c 
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_ , r senxdx V2 . 
Respuesta: = — Ir/ 

J 1+sen x 4 



, + 



3-2V2 



rg 2x /,+3 + 2j2 



+ c 



8.1 2. -Encontrar: J- 



d<9 



5 + 4cos# 

Solución. -usando las sustituciones recomendadas: 



dx 



5 + 4cos6> 



-í- 



2dz 
l + z 2 



5 + 4 



1-z 2 
l + z 2 



-í 



2dz f 2¿ fe _ 2 f ^ z 

5 + 5z 2 +4-4z 2 ~J z 2 +9 ~ J z 2 +3 2 



2 z e .. 2 

= — arcr? — + c, 001110:2 = 7^ — , se tiene: =— arcre — — + c 

3 3 2 3 3 



d<9 



Respuesta: í — 

J 5 + 40086* 3 

8.14.-Encontrar: J 



2 r S% 
are — + c 



senx + cosx 

Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 

2dz 



í 



dx 



senx + cosx 



-f 



l+z' 



2z 



-A 



dz 



l + z 

-A 



+ 



- v= f 2¿fe =2 f- 

1-z 2 ^ J2z + l-z 2 J (- 



dz 



l + z 2 



dz 



(z 2 -2z + l)-2 J (z -i) 2 _(V^) 2 



/V2 



z 2 + 2z + l) 
Z-1-V2 



■1 + V2 



+ c 



V2" 



Í17 



-1-V2 



-1 + V2 



sÍ2 

+ c, como: z = rg X /C , se tiene: = ir/ 



Tg x / 2 -\-y¡2 



-1+V2 



+ C 



Respuesta: J 



dx 



V2" 



8.1 4. -Encontrar: J 



senx + cosx 2 
sec xdx 



ir/ 



Tg x / 2 -\-j2 



Tg x / 2 -\ + 42 



+ c 



secx + 2rgx-l 
Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 

1 

sec xdx 
•2rgx- 



dx 



2dz 



f secxdx r cosx r dx r 

J secx + 2rgx-l ■* 1 | 2senx ^ J l + 2senx-cosx •> / 
cosx cosx 



1+ 


2 

z 




( 4z > 




^1-z 2 ] 






v l + z 2 J 
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-í 



2dz 



2dz 



í- 



idz 



■f- 



dz 



jf + z 2 +4 Z7 4 + z 2 J 2z 2 + 4z J /(z 2 + 2z) J z(z + 2) 



(*) 



Ahora bien: 



1 



z(z + 2) z z + 2 



+ — , de donde: 



— i = Mz+ 2) +B( Z ) ^ l=A(z+2)+ B(z) i de donde:A= y B=-V 



(*)J 
1 



rfa_rfa = lrdz_lr_dz_ = l , ,1 , +2| + c 
z(z + 2) J z J z + 2 2 J z 2 J z + 2 2 11 ° 1 1 



¿fe 



z + 2 



+ c , como: z = Tgy 2 , se tiene: = -ír¡ 



rgy 2 + 2 



+ c 



Respuesta: J 



sec xdx 



= -^77 



8.15.-Encontrar: J- 



sec x + 2rgx - 1 2 
dx 



rg-^ + 2 



+ c 



-cosx + senx 

Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 



ir- 



dx 



eos x + s e n x 



2dz 
1 + z 2 



+ 



_ r /gz r 
V(z 2 + z) J z(z + 1) 

Ahora bien 1 



<fe 



tl + z 2 

(*) 



2z 
1 + z 2 



í 



2¿fe 



2¿fe 



/ + z 2 z^ + z 2 +2z J 2z 2 + 2z 



z(z + l) z z + 1 
1 A(z + 1) + S(z) 



=— +— — , de donde se tiene: 



zU*tf zíz^f) 

í — — — = í— - {-^— = £n\z\-ÍT]\z + l\ + c = £n 
J z(z + l) J z J z + 1 11 1 1 

Se tiene: = lr¡ 



=>1 = A(z + 1) + S(z), de donde: A = 1,S = -1 , luego 

+ c , como: z = Tg-^/ 2 , 



z + 1 



r g y 2 



Respuesta: J— 



Tg X / 2 + \ 

dx 



+ c 



8.1 6. -Encontrar: í — 

J 8- 



cos x + s e n x 
dx 



■ = lr¡ 



Tg%+1 



+ C 



8-4senx + 7cosx 



Solución.- usando las sustituciones recomendadas: 



r dx 
* 8-4senx- 



x + 7 eos x 



í 



8- 

2dz 



3)(z-5) 
2 A 



8z 
1+z 

(*) 



2dz 


1 + z 2 


> 




2 


+ 7 







l-z ; 
l + z : 



-í 



2dz 



8 + 8z 2 -8z + 7-7z 2 



B 



_ f _ f 

z 2 -8z + 15~' 

2 

Ahora bien: = + , de donde se tiene: 

(z-3)(z-5) (z-3) (z-5) 

=^2 = A(z-5) + B(z-3), de donde: A = -1,5 = 1 , luego: 

2dz 
(z-3)(z-5) 



= - + = -£r}\z-3\ + £T]\z-5\ + c = £r} 

J (z-3)(z-5) J z-3 J z-5 ' 



z-5 



z-3 



+ c, 



como: z = rg > se tiene: = ^ 

dx 



rg%-5 



rg%-3 



+ c 



Respuesta: í 

J 8-4sen. 



= ír¡ 



i x + 7 eos x 

EJERCICIOS PROPUESTOS 



Tg X / 2 - 



8 



dx 



+ eos x 
eos xJx 



,17.-J T 

8.20.- f-^ 

J 2-cosx 

8.23.- Jsecxdx 



RESPUESTAS 

dx 



Tg%-3 



dx 



+ c 



cosx 
dO 



8.18.-J— 

8.21 .-í 

J 5-4cos6> 

_ _ . r cosddd 
8.24.- 

J 5 + 4cos6> 



■Mí 



senxdx 



8 

L + eos x 
8.22- J l eM9 



8.25.-J 



eos 2 6 -eos 6 -2 
d0 

cose+corge 



8.17.-1- 



+ eos x 
Solución. - 

dx r 1 + ^" 



2dz 



2dz 



r_ax_ = r i + 

1 + cosx ^ f 1- 



+ i+7 



\ xSt\-Z 1 =\ d Z = Z + C = T8 X / 2 + C 



8 



■ 18 -ír 



Solución. 



dx 

cosx 
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2dz 



f dx = f 1 + z 2 = f 
1-cosx J fl-z 2 ^ 



2¿fe 



■/¿fe 



1 



1 + z 2 



8.19.-J 



sen x<ix 



1 + eos x 
Solución.- 

rsenxJx _ r^l + z 2 



V 



2¿fe 
1 + z 2 



1 + eos X 



1+ 



1 + z 2 



4z<fe 

= r jX^f = r 4z¿fe = r 2z¿fe 



+ J 2(l + z 2 ) J(l + Z 2 ) 



= ^77|l + z 2 | + c = ^77 1 + Tg 2 y2 
eos xJx 



+ c 



8.20.-J 



2 - eos x 
Solución. - 



f ° 0SX - f| -1+ — Jx = -[<¿x + 2Í — — — = -[¿/x + 2Í 



2-COSX 



dx 



2 - eos x y 
2¿fe 



2-cosx 



f 2dz A 
U + z 2 



2- 



= -f¿» + 2f 2 =-f^+2f^- = -f^ + -f 

J J 2 + 2z 2 -l + z J J ^^ 2 -i-i J 



<fe 



3z 2 +l 



3 J (z 2 +K) 



= -\dx + U 



dz 



= -x + 4, 



3 l 



1 z 4^3 at 
-^wcrg —7—, — he = -xH arcrgv3z + c 



V3 



¿0 



8.21.- f — 

J 5-4008 6* 

Solución. - 



dO 



5-4008 6* 



2¿fe 



2¿fe 



r 2<fe Z r 

5 + 5z ¿ -4 + 4^ 2 " "-' 9z 2 +l~9-' (z 2 +l) 



dz 



5-4 



1-z 



1 + z 2 



= — (" — = — — ^arcre + c = — arcr#3z + c = —dXCTgQrg x Á) + c 

9 J z 2 +(K) 2 9l A K 3 3 7 



2 1 
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8.22.- í 



sen OdO 



eos 2 # -eos 0-2 
Solución. - 



r 2 Z 



sen OdO 



eos d-cosd-2 



I 



[l + z 2 



2dz 
l + z 2 



2 \ 



_ r 4zdz _ 1_ r 



U + z 

Izdz 



l + z 2 



Í7TT 



4z¿fe 



-2 



(l-z 2 ) 2 -(l-z 2 )(l + z 2 )-2(l + z 2 ) 2 



■ = ^77 

-6z 2 -2 3J( Z 2 -1/) 3 



< 2 - 1/ 



+ c 



8.23.- Jsecxíix 
Solución.- 



fsee*¿* = f-*L = (>*2_ = f^_ = f — 
J J cosx J l-z 2 J (l-z 2 ) J (l + 

2 



2¿fe 



2¿fe 



2¿fe 



(l-z 2 ) J(l+z)(l-z) 



(*) 



Ahora bien: 

(*)J 



A B 

+ , de donde: A = 1,5 = 1, luego: 



(l+z)(l-z) l + z l-z 

2¿fe _ Í_^L__ [_&L_ = + z \_£„\l_ J + C = f„ 

(l + z)(l-z) J l + z J l-z 1 1 1 1 



1 + Z 



1-z 



+ c 



Como: z = vg , Se tiene: = ^77 

eos OdO 



l-Tg X / 



+ C 



8.24.- í 



5 + 4cos# 
Solución. - 



l-z 2 Y 2dz 



dO 



l + z 2 



l + z 2 



2(1 -z 2 )dz 



5 + 4cos6> 



Ahora bien: 



5 + 4 
2-2z 



l-z 



= j (l + z 2 / 



(5 + 5z 2 + 4-4z 



(2-2z 2 )¿fe 
(l + z 2 )(9 + z 2 ) 



l + z 2 



(z 2 +l)(z 2 +9) z 2 + l z 2 +9 
luego: 

r (2-2z 2 ) _ 1 r dz 5 r 

' (z 2 +D(z 2 +9) 2'z 2 + l 2-1 



4 ' S + ^±^,de donde:A = 0,B = 1/ C = 0,D = 



<¿z 1 5 z 

— = —dLXCTgZ + — WCTg — + C 

z 2 +9 2 2 3 



2 



= -arcr í/2 fi 



0/ 5 # 5 
tv- — arcr,p( — ) + c = arcr#( — ) + c 

3 4 6 3 



8.25.- J 



J6> 



cos6> + corg6> 



Solución.- 



I 



de 



2dz 
l + z 2 



i 



2dz 



{l + z 2 



2z 



^1 



Azdz 



2z(l-z 2 ) + (l-z )(l + z ) J (l-z)(z ¿ +2z + í) 



I; 



2z(l-z 2 ) + (l-z 2 )(l + z 2 ) 
4-c/- j !.</. 



Ahora bien: 



4z 



-+- 



- + - 



- + - 



a+z)a-z) 

D 



(*) 



(l + z 3 )(l-z) l + z (l + z) 2 (l + z) 3 (1-z) 
De donde: A = j/,B = l,C = -2,D= X¿, luego: 



(*)J 



4z 



(l + z 3 )(l-z) 



_ 1 r ífe r dz ^z f ^f^ z 

~2~'T+7 + ' (l + z) 2 ' (l + z) 3 + 2' T^z~ 



(l + z) 



= -£r}\l+z\ 



1 



- + - 



= -^7 
2 



l + z 



1-z 



+ 



l + z (l + z) 2 
-ü + z) + l 



' ^-ÍTj\l-z\ + c-— lr¡ 



l + z 



1-z 



-+- 



1 



(l + z) 2 



+ c = -£r¡ 
2 



l + z 



1-z 



1 



- + c = —ír¡ 



l + z (l + z) 2 

l + Tg d Á 



+ C 



(l + z) 2 2 



1-Tg /, 



Tg% 



- + C 
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CAPITULO 9 



INTEGRACION DE FUNCONES IRRACIONALES 

En el caso de que el integrando contiene potencias faccionarias de la variable de 
integración, estas se simplifican usando una sustitución del tipo: 

x = f,y[x=t , siendo "n "el m.c.m de los denominadores de los exponentes. 



EJERCICIOS DESARROLLADOS 



4xdx 



+ x 



Ív 
— 

Solución.- La única expresión "irracional" es Vx , por lo tanto: 

Vx = t => x = t 2 ,dx = 2tdt , luego: 

P& = fí^ =2 ri!* =2 fr 1 _j_\ fr=2 f A _ 2 f^L =2í _ 2 +( 

J l + x J l + t 2 ¡ l + t 2 ¡ { l + t 2 J J ¡ t 2 + í 
Dado que:t = y[x , se tiene: = 2Vx-2arcrgV* + c 

Respuesta: f ^* dx = 2Vx-2arcrgVx + c 
J l + x 

9. 2. -Encontrar: f _ dx _ 

J Vx(l + Vx) 

Solución.- Análogamente al caso anterior: Vx = í => x = t 2 ,dx = ltdt , luego: 
dx r 2/dt r 2dt 



r dx r ltdt r ¿dt _ . , 
-J= ^= -7"^ = = 2^17 f + 1 +c 

J Vxa+Ví) J /a+o J i+^ 

Dado que:¿ = Vx , se tiene: = 2£r¡ |Vx + l| + c 
Respuesta: J dx =2lr¡ Vx + 1 



4x(\+s[x) 

dx 



9.3.-Encontrar: í- 

J 3 + Vx + 2 

Solución.- La expresión "irracional" es ahora Vx + 2 , por lo tanto: 



Vx + 2 = t => x = t 2 - 2, dx = ltdt , luego: 

f * - f — = 2fí l-^-V = 2U-6f-^- = 2f-« 7 k + 3| + c 
J 3+V^+2 J 3 + í J ^ í + 3j J J í + 3 1 1 

Dado que:? = Vx+~2, se tiene: = 2Vx + 2-6^^|Vx + 2+3 +c 

dx 



Respuesta: J 



3 + Vx + 2 



= 2^Jx + 2-6£t] Vx + 2 +3 



+ c 
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9.4.-Encontrar: f 1 ^ 3x + ^ x 

J l + V3x + 2 

Solución.- La expresión "irracional" es ahora V3x + 2 , por lo tanto: 

V3x + 2 = t ^3x = t 2 -2,dx = ^tdt , luego: 



I 



l-V3x + 2 , cl-t 



l+í/3 
4 r di 



dx = f— - 2 /tdt = — [— — dt = -("[ -í + 2 



í + 1 



di 



1 2 4 4. | 

-t +-t--£n í + 1 + c 

3 3 3 1 1 



l + V3x + 2 

= -- fídí + -f Jí--Í 
3 J 3 J 3 J í + 1 

Dado que: í = V3x + 2 , se tiene: 

= --(3x + 2) + -V3x + 2--^n V3x + 2 + l +c 
3 3 3 

= -jc-j + jV3jc + 2- j€/7 V3x + 2 + l +c = -x-| + ^(V3x + 2 -¿17 V3x + 2 + l) + c 
•l-V3x + 2 



+ c 



Respuesta:] ^ ^^ =dx = -x-- + -^3x+2-£?] V3x + 2 + l 
9.5.- Encontrar: jVl + Vxrfx 

Solución.- La expresión "irracional" es ahora Vx , por lo tanto: 

4x = t^>x = t 2 ,dx = 2tdt , luego: j"(Vl + Vx)dx = ^\ + t2tdt , como apareció la 

expresión: Vi + t ; se procede análogamente: w = Vi + 1 => t = w 2 - 1, dt = 2wdw , esto 

4w 5 4w 3 



es 



Vl+7 2ídí = J w2( w 2 - l)2wrfw = 4J ( w 4 - w 2 )dw = 



- + c 



Dado que: w = VT+7 , se tiene: = 



4(1 + O 7 



- + c 



Respuesta 



jy¡w^ 4(1+ ^- 4(1+VI)>i 



+ c 



9. 6. -Encontrar: J- 



dx 



Vx + 1 + Vx + 1 

Solución.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los índices de Las raíces es:4 : 
por lo cual:x+l = í 4 ,dx = 4í 3 dí , de donde: 



f . dx , f^-^ = 4fí t-\ + ^— }dt = A[tdt-A[dt + A¡ 

J Vx+T+Vx+T h 2 +t J { t 2 +t) J J J 
= 2t 2 - At + A£r¡\t + \\ + c , dado que:í = Vx + 1 



■ 4r¿fr 



dt 

7+1 



Se tiene: = 2(x + \) Á - 4(x + \) Á +A£?j(x + \) Á + 1 
dx 



+ c 



Respuesta: J 



Vx+1 + Vx+1 



= 2(x + l)^-4(x + 1)^+4^ 77 (x + l)^+l 



+ c 
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9.7.-Encontrar: J- 



dx 



lx + <JX 

Solución.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los índices de Las raíces es: 6, 
por lo cual: x = t 6 =>t = yfx,dx = 6t 5 dt , de donde: 

dx r 6t 5 dt ^?t 3 dt ^tf , „ 1 ^ , ,r 2l , , fifí 

dt = 6\tdt-6\tdt + 6\dt-6\ 



r ax r oí ai ,ri ai , r 2 

= 2í 3 — 3í 2 + 6í — 6^ 77 |í + 1| + c 
Dado que:? = %fx 

Se tiene: = 2(Vx~) 3 -3(Vx~) 2 +6Vx~-6^ Vx~ + 1 +c 
dx 



í+1 



Respuesta: J 



Vx + 



2^¡x-3^¡x + 6^x-6£t] tfx + l 



+ c 



9. 8. -Encontrar: J 



(¿X 



Vx + l + ^/(x + l) 3 



Solución.- Previamente se tiene 
cual: Vx + 1 = t => x = ¿ 2 - 1, dx = 2tdt , de donde: 
dx r 2íc/í _ r <¿í 



igual 



índice 



por 



lo 



I 



"J , + , 3 " J" 



= 2 are rg¿ + c 



Dado que:? = Vx+T^Se tiene: = 2arcrgVx+T + c 



Respuesta: J 



dx 



Vx + 1 + ^/(x + l) : 



= 2arcrgVx+T + c 



9.9.-Encontrar: ^ x 

Solución.- Previamente se tiene que el m.c.m. de los índices de Las raíces es:6, 
por lo cual:x = í 6 => t = k[x, dx = 6t 5 dt , de donde: 

Vx-1 , f í 3 — 1 ^ 5 ^ f í 8 — í 5 T r t( 6 4 3 2 1 í_i 



J lfx+1 J í 2 +l J ¿ 2 + l J l í 



+ 1 



6 7 6 



= -/'--l í --í 4 + 2í 3 + 3í 2 -6í + c,-3Í- 
7 5 2 1 J t 



2t-2 



+ 1 



dt 



= V--í 5 --í 4 + 2í 3 + 3í 2 -6í + c 1 -3Í^-^í + 6Í- 
7 5 2 1 J í 2 +1 J í 2 +1 

6 6 3 

= -í 7 - -t 5 — t 4 + 2t 3 + 3t 2 -6t- 3lr¡\t 2 + 1| + 6arc reí + c 

7 5 2 1 1 

Dado que: t = Vx , se tiene: 

= -xVx--Vx 5 --VX 2 +2Vx + 3 3 7x-6Vx-3^?7 1 + Vx +6arcr^Vx + c 



di 
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Respuesta: 

\^^ = -x^--tf7 --^17 + 2y^ + 3^-6^fx-3£r¡ l + ^c + 6arcrg^/x" + c 
J yjx + 1 7 5 2 

9.10.-Encontrar: f xdx 

J x + 2 

Solución.- La expresión "irracional" es Vx , por lo tanto: 

Vx = t=> x = t 2 ,dx = 2tdt , 



luego: f^=f^ = 2f-^- = 2fí l--^-l* = 2U-4f- 
J x + 2 J í 2 + 2 J í 2 + 2 J t t 2 +2j J J í 

= 2í — ^Larcrg-^= + c , dado que:¿ = Vx , se tiene: = 2yfx-2y¡2 are rg.¡^Z + c 



dt 



+ 2 



• -Jxdx 



Respuesta: í = 2^¡x - 2^2 arcr g J x /. + c 

j x+ 2 V/¿ 



9.1 1. -Encontrar: J 



(Vx+I + 2)dx 



(x+i) 2 -VxTT 

Solución.- Previamente se tiene igual índice 
cual: y[x + l=t => x = í 2 -\,dx = 2tdt , de donde: 

r (VxTT + 2)rfx _ J(x + l)^+2]rfx _ ct + 2 2tdt= r (t + 2)/dt 

'(x+i) 2 -VxTT ' (x+i) 2 -(x+i)^ h A -t ' /(t 3 -i) 

(t + 2)<ft 



por 



lo 



-A 



(í-i)(r+í+i) 

í + 2 A 



(*) , considerando que 

Bt + C 



(í-1)(í 2 +í + 1) (í-l) (í 2 + 

Dado que:¿ = Vx+TjBe tiene: = 2arcrgVx + l + c 

• : J (í-l) J r/ 2 -i-/-i-n J 



W 2j 
= 2 J 



(í-i)(r+í+i) 

dt 



(t-D 
dt 



( %(2t + l)+% 

2f^-= / -Mt = 2\ 

■ (t 2 + t + V) J 



(t + t + V) J (t-i) 
dt r (2í + l)Jí r 



2 Í 



t + 1 



(t-D 



i 



(t + t + l) 
dt 



-dt 



(t 2 + t + l) ¡ (t 2 + t + l) 



í 



(2t + l)dt 



dt 



(í-l) J (í 2 + í + V +í + ^/)+3/ 

VT 



™ i ,i /. I 2 ,1 2 2í + l 

= 2^7|í-l|-^7 r + Í + 1 — T=arcrg — /^ + c 



= ^7 



(í-l) 2 



(t 2 +t + l) 



V3 

2 2t + \ 

—i=arcTg — t^ + c 

V3 V3 



Dado que: t = Vx+I , se tiene 
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Respuesta: f (V*+l + 2)¿¿^ = 
J (x + 1) 2 -Vx + 1 



(Vx+I-i) 2 



(Vx+T + x + 2) 



2>/^ + T + l 

VT 



- + c 



EJERCICIOS PROPUESTOS 



9.12, j- 
9.15.-J 



1 + x 
1 + Vx 

Vx + a 



x + a 
dx 



-dx 
-dx 



9.21, f^±U 



9.24, J 



dx 



Vx + Vx + 2Vx 



9.13.-J 
9.16, j" 



1-x 



1 + Vx 

yfxdx 
1 + Vx~ 



dx 



9.22,J^p^c 



9.25.-Jx 3 Vx 2 + a 2 c/x 



9.14.-J 



dx 



a + 



b-Jx 



9.17.-J^*d* 



Vx~ + 1 
Vx + a 



(¿X 



9.20, f 

J x + ¿ 

9.23,Jx 2 Vx + a<¿x 



RESPUESTAS 

l + x , 

=ú!X 



912.- J 

J 1 + Vx 

Solución.- Sea: Vx =í 



f 1 + * ¿ /x = \ V ^—2tdt = 2\ l ^—dt = l\\ t 2 -t + 2 

= 2\t 2 dt-2\tdt + A\dt-A\-^= 7 ^-^- + At-Aír 1 \t + \ 
2V? 



•l + ¿ 2 



x = ¿ , dx = 2í<ií 



í + 1 



dt 



t + l 3 
--x + 4Vx-4^7|a/x+1 +c 



+ c 



1-x 



i/x 



9.13, í 

J 1+Vx 

Solución.- Sea: Vx = t => x = t 2 ,dx = 2tdt 



f 1 *d x= \ V -^-2tdt = 2\ l — l —dt = -2\tdt + A¡dt-A¡ -^L = - t 2 + At-A£n\t + l\ + c 
J 1 + J 1 + í J 1 + í J J J t + í 1 1 

= -x + 4 Vx - 4^ 77 1 Vx + 1| + c 
9.14, f- 



■l-t, 



dt 



dx 



a + byfx 

Solución.- Sea: Vx = t => x = t 2 ,dx = 2tdt 
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dx 



r 2tdt r lül r 

1 n J-ht J n -i-ht J 



tdt 



a + b^fx 
2 2a 

z -t T 

b b 2 



a + bt 



a + bt 



1 a 1 



b b a + bt 



dt 



-\dt-^\ 



2a r bdt 



a + bt 



in\a + bt\ + c = — Vx -^-in\a + byfx 
1 1 b b 2 I 



+ c 



_ ._ r Vx+a 
9.15.- 1 dx 



x + a 



Solución.- Sea: Vx + a = í => x = í 2 -a,dx = 2tdt 

[ ^ x + a d x= \^^ = 2¡dt = 2t + c = 2y[x + a+c 
J x + a f 



-Jxdx 
1 + 



9.16.-J 

Solución.- m.c.m:4 ; Sea: Vx =í =^> x = t 4 ,dx = 4t 3 dt 

J l + Vx Jl4 - í J 1 4-' J l tJ, 



l + t 



t + l 



dt 



r t t t 



4t 5 



4t 3 



= 4 + + t-£r/\t + l\ \ + c = 1 4 + 2t 2 +4t-4tr/\t + l 



4x^ 4x A i/ i/ 
x + 2x Á +4x A -4£rj 



5 

x Á +\ 



9.17.- Í^Ac 

Solución.- m.c.m:6 ; Sea: Vx = t =^> x = t 6 ,dx = 6t 5 dt 

r Vx - Vx , r t 3 -t 



6í 5 dí = ój" (? = 6 j" í 6 dt - 2 j" íVí + 2 J í Vi - 2 j" dt + 2 j" 



Vx~ + 1 
6 

6x 



+ 1 



di 

í+7 



t 2t 2t ) 

1 2t + 2&TCT2t \ + c = 

7 5 3 



6t 7 I2t 5 



+ 4t 3 -\2t + \2wcx gt + c 



12x 7 



■ + 4x /2 - 1 2x A + 1 2 are t gx Á + c 



9.18.-J 



dx 



=dx 



x-2-sfx 

Solución.- Sea: Vx = t =^> x = t 2 ,dx = 2tdt 

r dx , p 2íJí r (2í - 1) + 1 , r 2í — 1 , r <¿í 

= -z = ^ — - — dt = dt + -. 

J x _2-V^ h 2 -2-t J t 2 -t-2 ¡ t 2 -t-2 ¡ t 2 -t- 



= \-^-Ldt+\ ^^ = ÍT1 \t 2 -t-2\ + -±—lT 1 

] t 2 -t-2 } (t-y 2 ) 2 -% 1 1 iy¿ 



t + 



+ c 
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l?]\t 2 -t-2 \ + -£ij 



2t-3 



2t + 3 



+ c = £r¡ 



■yfx-2 



3 



2^-3 



2*Jx + 3 



+ c 



1 + JC 



dx 



Solución.- Notará el lector, que este caso se diferencia de los anteriores, sin 
embargo la técnica que se seguirá, tiene la misma fundamentación y la 
información que se consiga es valiosa. (*) 



Sea: 4 1-^- = t => = t 2 => 1 + x = t 2 - t 2 x => x(l + t 2 ) = t 2 - 1 



1-X 



X = ■ 



t 2 -\ 



t ¿ +\ 



=> dx = 



, . r ¡1+x . r i^iüi r q-i ai . r 



1-x 
\tdt 
(í 2 + D 2 
t\tdt 



, luego: 



4í 



(¿ 2 +l) 2 



-(**) . 



haciendo 



(Vf* + 1) 

sustituciones trigonométricas convenientes en (**) , y de la figura se tiene 



aA 2 + 1 



uso 




Se tiene: t = zg6,dt = sec 2 0d0\4t 2 +\ = sec# 

J (V^+l) 4 J sec x J sec 2 é> 
= 4jsen 2 #d# = 2jd#-2j"cos2&/# = 2#-sen2# + c = 2#-2sen#cos# + c 



= 2arcrg¿-2 



V¿ 2 +i V^+i 



+ c = 2 are rgí ■ 



2? 
t 2 +l 



+ c = 2arctg 



í + x 



l + x Vi-. 



l + x 



- + c 



+1 



= 2 are rg J]^- - (1 - x) J^-^- + r 



1-x 

VxTa 



1-x 



x + ¿ 



9.20.- J 

Solución.- Sea: Vx + a =t => x = t 2 -a,dx = 2tdt 



r yfx + a^ _ p rzrar r«r -2Íll 

■> x + Z> X ~J í 2 -a + ¿~ J t 2 +(b-a) ~ \ ~t 2 +(b-a)^ 

= 2\ dt -2(b - a){ —: — — = 2t - 2(b - a)— ¡J^= are Tg—¡J= 



t2tdt 



b-a 



+ c 



de 
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= 2^x + a -2-Jb-a arcrg.j +ü 

\b-a 



+ c 



9.21, f^dx 

J v- 



Solución.- Sea: y/x + l = t => x = t 3 - l,dx = 3t 2 dt 

*2 



ryjx + 1 , rt3t ¿ dt of t'dt .ff. 1 \, .f, r di 



= 3j"dí + 3j" 



di 



(í-l)O +í + l) 



(*), por fracciones parciales: 



(t-l)(t 2 +t + l) (í-1) (í 2 +í + l) 
A = í,B = -í,C = -2, luego: 
di r í + 2 



/} + g? + C => 3 = A(t 2 + t + l) + (Bt + C)(t - 1) , de donde: 



(*) =3j¿/í + J j"- dt = 3t + £r/\t-í\-j^£r/\t 2 + t + í\-43arcTg 

9.22.- [ÍSx 

Solución.- Sea: 4a 2 -x 2 = t^x 2 =a 2 -t 2 ,xdx = -tdt 



2t + l 



+ c 



f Va 2 -x 2 _ r Va 2 -x 2 xdx _ r ffdi _ r -t 2 dt _ r 
! "^^ X = J 7 = "J (a 2 - í 2 ) 2= J(a 2 -í 2 ) 2= J 



-í di 



x x 
Por fracciones parciales 



Y J (a + t) 2 (a-t) 2 



-t 



A B C D . , 
+ - + + , de donde: 



(t + a) 2 (t-a) 2 (t + a) (t + a) 2 (t-a) (t-a) 2 
A = Va,B = -V,C = -Va,D = -V, luego: 



(*){ 



-t dt 



1 r dí 1 (■ dt 1 r dt 1 r d 

lniít-t-n\ ánJ(t-t-n\ 2 An¿(t — n\ An¿(t — 



dt 



(fl + í) (a-í) 4a J (t + a) Aa 2 (t + a) 2 Aa 2 (t-a) Aa 2 (t-a) 



= — £rj\(t + á)\ + £rj\(t-a)\ + - + c 



Aa 
J_ 

Aa 



lr¡ 



(t + a) 



(t-a) 



4(¿ + a) Aa 

1 1 

+ + + c 

4(í + a) 40 -a) 



40 -a) 



= — ^7 
Aa 



= — ln 
Aa 



V2 2 
a —x +a 



yja -x -a 



+ 



4a 2 -x 2 1 „ 

y ir JrC = — "V 

2(/-x 2 ^é) 4a 



V2 2 
a -x +a 



VI 2 
a -x -a 



Va 



2 2 

■ x 



2x 2 



■+c 



(4a 2 -x 2 +a) ¿ 



4a 2 -x 2 1 . ¡— 2 2 

— + c = — £tj Va -x +a 

2x 2a 



/ -x 2 ^ 
9.23.-Jx 2 Vx + adx 

Solución.- Sea: VxTa = ¿ => x = í 2 -a,dx = 2ídí 



1 , , 4a 2 -x 2 
£r¡ x — ; — + c 



2a 



2x 2 
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jx 2 jx + adx = j(t 2 -a) 2 tltdt = 2^t 2 (t 2 -áfdt = 2j(í 6 -2at 4 + a 2 t 2 )dt 

„ r 6 , , f 4 , „ 2 f2, 2¿ 7 4a¿ 5 2a¥ 
= 2J rdí - 4aJ fVí + 2a J t dt = — — + — ^— + c 

_2{x + aÍ Á _Aa{x + a) 5Á 2a{x + a) Yl 
_ _ _ r _ +c 

9.24.-J 



dx 



yfx+y[x + 2^¡X 

Solución.- Sea\y[x=t^> x = t s ,dx = $fdt 

t 6 dt 



J V^ + ^ + 2Ví h 4 + t 2 + 2t h 3 +t + 2 -M í 



í 2 + 4í + 4 A 



+ t + 2 



dt 



= 8jí 3 -8jtó-16j¿/í + 8j- 



¿ 2 +4¿ + 4 í 4 St 2 

dt = S 

3 +t+2 4 2 



-16í + 8Í- 
J í 



t 2 + 4t + 4 



+ t + 2 



dt 



■ t + 4t + 4 



= 2f 4 — 4? 2 — 1 6r + 8 J 3 ' y ' ^d t(*), por fracciones parciales: 

A =X' s= X' c=1 % Juego: 



r +4t+4 



r + 4í+4 



- + - 



(í 3 +í + 2) (í + l)(/ 2 -/ + 2) (í + l) (í 2 -í + 2) 

A 1 / , i / i /i / A 



(*) =2í 4 -4í 2 -16í + 8 



= 2í 4 -4í 2 -16í + 8| 



3 /í + 14 / 

í+l J r-í+2 

v y 

A l r 3?+l4 , ^ 
+ - I dt 



flrdt 1 r 3í + 14 ,] „ 4 , 2 ^ ? dt „r 3í- 

- + - dt = 2í 4 -4í 2 -16í + 2 + 2 -— 

>v4 J í + l 4 J í 2 -í + 2 J J í + 1 J í 2 - 



3í + 14 



^4 J í + l 4 J t ¿ -t + 2 

3 2í + 2 8/ — 3 3/ + 3 k 

= 2í 4 -4í 2 -16í + 2f77|í + 1I + X— z í 4— 7 Í 

/ J r-j 



í + 2 



-dt 



■t + 2 



-dt 



= 2t 4 -4t 2 



r (2t — l) r £ 

-16í + 2^^|í + l| + 3j p 'rf ^lf^— 



dí 



2í 4 -4í 2 -16í + 2^?7|í + l| + 3f ?7|í 2 -í + 2| + 3lJ 



í + 2 
dt 



(t- 



1/ 



/ + /4 



: 2í 4 -4í 2 -16í + 2f t/|í + l| + 3^77|í 2 -í + 2\ + 31-¡= are zg—jd 



- + c 
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2í-l 



= 2t-4t-16t + 2£r}\t + l\ + 3£T}\t-t + 2\ + -j=arcTg r - 



- + c 



= 2x Á - 4x n - 1 6x /s + 2Í r¡ 



X 



X A +1 



+ 3^7 



62 2x*-l 
+ — ;=arcrg ¡= — he 

V7 V7 



9.25.-jWx 2 + a 2 ¿/x 

Solución.- Sea: Vx 2 +a 2 =í => x 2 =t 2 -a ,xdx = tdt 
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J x 3 \jx 2 + a 2 dx = j" x 2 \jx 2 + a 2 xdx = J (t 2 - a 2 )ttdt = \(t 2 -a 2 )t 2 dt = j" O 4 -a 2 t 2 )dt 



t 5 a 2 t 3 



+ c = — + c = (x 2 + a 2 y 2 

5 3 5 3 



í 1 1 2 ' 

' x +a a 



+ c 



= (x z +a ¿ ) 



2\ 3 A 



r 3x 2 -2a 2 ^ 
15 



+ c 



EJERCICIOS COMPLEMENTARIOS 

A continuación, se adjunta un listado de ejercicios que se proponen al lector. 
Observará que no se indica técnica alguna solicitada para el desarrollo de los 
mismos, y que además no se han respetado normas relativas a niveles de 
dificultad, ni a las técnicas mismas. Como siempre, se adjuntaran las soluciones 
cuyos desarrollos pueden diferir de los aquí presentados. No importa, eso es 
posible; además una consulta con su profesor aclarará cualquier discrepancia. 



Encontrar: 



1.-fíV* n ' 4 cosí 4 íft o-f — i í 0et 



OedO 



4.-je Tg30 sec 2 30d0 q _ f xdx | x 2 _l 

' ' Uax + b H~x~+\ 

7 f dx 8.-¡e 2 ~ x dx g r edx 

10- f pM 11-fsec^ 12.-Jr*6W* 

} t 2 + 2t-5 J 2 

13.-í¿s,n^ 14-j>sec>^ 15 rdx 
¡ a b J 5 r 

16-j"sec 2 (l-x)¿/x 17 _.J 18 __J ¿fr 

19 f ¿* 2O-j"cosec0d0 21-j"í(l-í 2 )% 



Vx+4 -Vx+3 

22,\t{\-t 2 f arcsentdt 23 _ + ^ _ f ^+l^ 

J sen 2x J x 3 _ x 

r e x ¿/x «o r r(3x+4)dx 

?5 - f - 26.- r- 27.- . 1= - 

28.- f*= 29- f ¿X 30- f^* 



+ x 
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31, 

34, 
37, 
40, 

43, 
46, 
49, 
52, 
55, 

58, 

61, 
64, 

67, 

70, 

73, 

76, 
79, 

82, 



y 2 dy 



t 4 -t 3 +4t 2 -2t + l 



dt 



dx 



Vd6 + x 2 ) 3 
a(x 2 +iy A dy 



-dx 



l6 + e 2x 

2j 5 -7j 4 + 7j 3 -19j 2 +7j-6 



(j-1) 2 (j 2 +1) 2 

5w 3 -5w 2 + 2w-l . 

-dw 



dy 



4 , 2 
W +W 



xe 



-2x z 



-dx 



senxe 



-dx 



eos x 



xlr/(\ + x 2 ) 



l + x 2 

dx 



dx 



eos 5x 

Tg40sec 2 40d0 
(1 + x) eos yfxdx 



corg(2x-4)dx 
(co rge x )e x dx 

2 / 

xcorg( x Á )dx 
x 2 sen 5 x 3 eos x 3 dx 

%eniee eale de 



32, J 
35,-j 
38.- J 
41.-Í 



d(p 
lr¡e 
x 3 dx 

Vx 2 +4 
dx 

(Vó-x 2 ) 3 



44.- 1 eos yjl-xdx 
47.- j" s e n Jx + idx 



3dx 



50.- í 

J l + 2x 

53, JV' cos(e' )dt 



56 - ÍT> 



59 -J COT 8 xdx 

62, J 
65, J 



^?7|senx| 
dx 

\2-lx 

xdx 



yfx-5 

dx 



68 - f— 

' J x(VT+^-i) 

71,jV-<T 2í ) 2 ^ 

r sen6> + 6> , . 

74, d<9 

J cos# + l 



77.-jxy¡4x 2 -2dx 

80, f 

J V5x 2 +7 

83, f — *L_ 



33, 
36, 

39, 
42, 

45, 

48, 

51, 
54, 

57, 

60, 
63, 

66, 
69, 
72, 
75, 

78, 
81, 
84, 



de 

l + 2cos6> 
x(10 + 8x 2 )Vx 



x 3 dx 



Vl6-x 2 
dx 



x(3 + £tjx) 



x 3 dx 



4x~^l 

9x 2 +7x-6 



dx 



x -x 
{\-xfdx 



Vx(x^ - A) 3 dx 



1 1-z 



2 \ 



3 2 

z l z 



ax -¿x + c 



ax 2 + Z?x - c 
rglóxdx 



¿fe 



dx 



7í-2 



V7-2r 
dx 



dt 



corgéx 
(x + l)dx 



(x + 2) 2 (x + 3) 
are Tgxdx 



(1 + x 2 )^ 
(x 2 +9) ,/2 dx 



x dx 



x -x-6 
dw 



1 + eos w 
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l-sen-% 



85.- JV 3 J (eos 3 y^seny^dx 
88.- j" (sec <p + rg<£>) 2 ¿/<£> 

91 .- j" s e n-^ <£> eos 3 <pd<p 

94.-\(e 2s -l)(e 2s +l)ds 

97.- J (ares e n Vl-x 2 ) <¿x 



100.-J 



a 2 sen 2 ^ + £ 2 cos 2 ^ 



106,-j 



1 03.- j" (2cos asenff-sen 2a)da 

(<p + sen3<p)d<p 
3<p 2 -2cos3^9 

loo.-JVüa+M 2 ) 2 ^ 

dx 



112.-J 
115 -í -2 



Vx 2 -2x-8 
x 3 +7x 2 -5x + 5 



x 2 + 2x-3 
x¿/x 



dx 



118.- f- 

Vx 2 + 4x + 5 

1 21 .- j" £ ?] exp jx-ldx 

1 24 í S e n 

1 + senx + cosx 

127 í (l + senx)Jx 
senx(2 + cosx) 



86.-j 
89,-j 
92, J 

98.- J 
101.- 



X <¿x 



Vl9-x 2 
dt 

t(4 + £r/ 2 t) K 
sec 2 gjg 
9 + rg¥ 
dx 

5x 2 +8x + 5 

i+Vj 

tdt 



104.- 
107.- 

110.- 
113.- 
116.- 
119.- 

122.- 
125.- 
128.- 



{2t + \) Yl 
t 4 ¿Tj 2 tdt 



y /2 (y + D 

(x 3 +x 2 )dx 



x 2 +x-2 
(x + l)dx 



y¡2x-. 



lml+x+x \ 

e ' 'dx 



Adx 



x +4x 



-dx 



x 
dx 



3 + 2cosx 
dx 



87.-J 



sen <pd<p 
cos^ <p 



9O.-\a b 20 c 30 dO 
93- f , dx 

96.- í^ 1 ^ 
J x -x 

99.-j"x(l + x)-Vx 

102.-/^* 

J (l-s 2 ) A 

los.-Jw'a+v) 11 ^ 

108.-J- 



ds 



3/ 2 
5 (í 



■4y 



11 4.- J /(*)/'(*)<& 

117,1^ 

J Vx 2 -4x + 3 

120 -J C0Tgxdx 



£r¡ 



senx 



x-1 1 



X + l X 

xdx 



dx 



123.-J 

126.-J _ 

Vx 2 -2x + 5 



x 4 +4 



RESPUESTAS 

1.-JíV n ' 4 COSíVí 

Solución.- Sea:« = sent 4 ,du = (cost 4 )4t 3 dt ; luego: 

íí 3 e sen/4 cosí Vi = - f 4íV en ' 4 cosí Vi = - íeVw = -e" + c = -e senf4 +c 
J 4J 4J 4 4 
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2 <_0d0_ 

J (l + é>) 2 
Solución. - 

r 6d6 _ r A Jé> r g¿¿6> 
' (l + é>) 2 " (l + é>) 2 

4 - + — ^— ¿-=> 6* = A(l + 60 + B => 6* = A6* + (A + S) , de donde: 



(l + é>) 2 l + é> (l + é>) 2 

. id 1 * , ^ GdG i de { de . i 

A = 1,B = -1, entonces: (*) r- = ^ = ^77 1 + 6> + + c 

J (l + é>) 2 J l + e J (l + é>) 2 1 1 i + e 

(l + 6>) 2 
Solución. - 

fl " v = 7 

Sea: M = e 

d« = e^ v = ^|l+^| + - 1 



l + é> 

í = A 77 11 + e\ + — - í (lr¡ |1 + 0| + — )e^6> 

J a+6') 2 1 1 i+e J 1 1 1+0 

e s e° de 
= e e tr/\l + e\ + — \e ÍT]\\ + e\de-\- (*), resolviendo por partes la segunda 

i+e j 1 1 j \+e 

ede 



integral se tiene: u 6 l + e 

du = e e de v = lr¡\\ + e\ 

Luego: j^^ = e eTj\l+0\-je eTj\l+ 0^0, esto es: 



é/v = 



1+0 

4.-\e Ts3e sec 2 36>d6> 

Solución.- Sea: u = rg30, du = 3sec 2 Wde 

1 1 z)^ 36 ' 

\e rgW sec 2 36W6> = - \e u du = -e u +c = + c 

J 3 J 3 3 

xdx 



5.-Í 



J 3 



l[ax + b 



Solución.- Sea\ax + b = t 3 =^>x = ,<£c = — dt 

a a 
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t 3 -b}3t 2 



dt 

\^£== [ i a > a = \ 3t{t ; b) dt=\w- bt )dt=í 

J ÜaJ+b J t ! a a 2¡ a 



Zjax + b 
3t 5 3bt 2 
5a 2 2a 2 



t" bt 
~5~^2 



2 \ 



+ c 



3(ax + b) A 3b(ax + b) A 

+ C = — ir 1 t^— + C 



5a 



2a ¿ 



_ 3(ax + b)^(ax + b) 2 _ 3b^(ax + b) 2 



5a 2 



2a 2 



+ c 



6,f. 



\x 2 -\ 



x + \ 
Solución. - 



dx 



\x 2 -\ 



V x + l 
2(x- \)4x~-l 



(x-1) 72 2(x-l) /2 

- + c = — — + c 



+ c 



dx 



(2-jc)VT : jc 
Solución.- Sea:l-x = ¿ 2 => x = \-t 2 ,dx = -2tdt 

Ídx p — 2ít/í dt _ r 
, = F —^¡- = -2 - = -2arcr£¿ + c = -2arcr£Vl-x + c 
(2-x)VT^ J [2-(l-í 2 )]í J l + í 2 

8.-\e 2 ~ x dx 

Solución.- Sea: u = 2-x,du = -dx 
J e 2 " = - J = -e u +c = -e 2 ~ x + c 
e x dx 



9.-J- 



ae x -b 

Solución.- Sea:w = ae x -b,du = ae x dx 

e x dx 1 r du 1 . , . 1 . i „ , i 

lrj\u\ + c = —tr/\ae -b\ + c 



r e ax _ i ri 

J rio x — h ni 



ae x -b a J u a 
{t + \)dt 



a 



10, f- 

J í 2 + 2í-5 

Solución.- Sea: u = t 2 + 2t-5,du = 2{t + 

C + 1 r du 1.,, 1 _ I 2 _ -I 

— = - — = — £tj\u\ + c = — £ Tj\t + 2t — 5\ + c 

J í 2 + 2í-5 2 u 2 2 1 1 

11. - j"sec^<i<£> 

Solución.- Sea:w = sec— + rg — ,du = —(sec—Ts — + sec 2 —)da> 

2 2 2 2 2 2 



f (p . sec% (sec% + Tg ( %) c^Vo 
sec — d<p = f — -/-^ /-^dcp = / — 



SQC< /2 +T £ /2 



dcp 



secy 2 +Tg ( P/ L 



+ c 



= 2\— = 2£r¡\u\ + c = 2£r¡ 
u 

M.-^zgOdO 

Solución.- Sea:w = cos0, du = -senOdO 

\zg9d0 = ¡ Sen ^d d - -f — = -£r¡ \u\ + c - -ír¡ Icos 0\ + c = -ir¡ 
J J eos u 

= -prfC + £r¡ \sec6\ + c = tr\ |s ec6\ + c 

13.- l — sen-dn 
J a ¿ 

Solución. - 



sec6> 



+ c 



Sea: 



w = 



2r/dr¡ 



dv = sen — dn 
b 

v = -b eos — 
7 2b 



\— sen— drj = --rj 2 eos— + — \ rj cos^-drj(*) , resolviendo por partes la segunda 

^ n h h h n J h 



integral se tiene 



b b a 

u = r¡ 
du = dr¡ 



dv = eos — dn 
b 



v = bsen- 



/ n a 2 77 2¿» f , ?7 , r ?7 , 
(*) = jj eos — H brj sen — -bisen-^drj 

b b a \ b J ¿> 

a 2 n 2b 2 rt 2b 3 rt 

= — r¡ eos — + rjsen — + eos — + c 

b b a b a b 

14.- j"<£>sec 2 cpdcp 

Solución. - 

u = cp 



Sea: 



dv = sec 2 <pd(p 
du = d<p v - r< ¡,^ 

J 9? sec 2 <£>¿/<£> = q>rg(p-j Tg(pd(p = (pTg(p-£rj\sec(p\ + c 
15.- 



Solución.- Sea: w = -x,du = -dx 



f— = Í5 x dx = - { 5" du = — — + c = -— — + c = ^ — + c 



5^75 
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16.- Jsec 2 (l-jc)djc 

Solución.- Sea: u = 1 - x, du = -dx 

j"sec 2 (l- x)dx = - jsec 2 udu = -Tgu + c = -Tg(l- x) + c 

17- f l xdx 

Solución.- Sea: u = x 2 ,du = 2xdx 

xdx r xdx 1 r lxdx 1 r du 1 u 

- = — ares en — + c 



Ir lxdx 1 r 

9 J Ía2 /„2\2 9 J 



Vl6-x 4 J V4 2 -(x 2 ) 2 2^4 2 -(x 2 ) 2 2J,/4 2 - M 2 2 4 



1 x 2 

= — aresen he 

2 4 



¿/y 



18.-J 

Solución.- Sea: t = [l + (l + í 2 = 1 + (1+ j) x => t 2 -1 = (1+ y)* 

=> (í 2 - 1) 2 = 1 + y => y = (í 2 - 1) 2 - 1, <fy = 4í(í 2 - \)dt 

r dy r4/(t 2 -l)dt A/2 1W í 3 . . ,t 2 

J ; = J / = 4j (í 2 - l)dí = 4(-- 1) + c = 4í (-- 1) + c 

^/l + Vl + j r 5 5 

= 4 VWi+7(^^ - 1) + c = | VWi+7(Ví+7 - 2) + c 
19 ..f ^ 

J Vx + 4-Vx + 3 
Solución. - 

f * = f (^ + 4)^+(x + 3)^ fr (x + 4 )^ + ( x + 3 )^x 

JV^4-V^3 J (x + 4)-(x + 3) JL (x + 4) + 

J(x + 4)^ + J(x + 3)^^ + ^ + c = M^ + ^±3) 



3/ 
/2 



3 

+ C 



I' 



^V(^ + 4) 3 +V(^ + 3) 3 ) + c 
2O.-Jcosec&/0 

Solución.- Sea:« = eos ecO + cor gO,du = -{eos ecO cor g0 + eos ec 2 0)dO 



Us^M 1 g ; = f 



eos écheos ec0 + coTgO)d0 _ r eos ec 2 + eos ecOcorgOdO 



cosecO + cozgO J cosecO + cozgO 

du 



= -\ — = -^U + c = -^((cos ec# + corg#)| + c 
21.-j"¿(l-¿ 2 )% 

Solución.- Sea: u = l-t 2 ,du = -2tdt 



í t(í - 1 2 ) Yl dt = - - í u Á du = - 4r ^r-r + c = - - u Á + c = - - (1 - 1 2 f 2 + c 
J 2 J / 3/ 3 3 

22.-j"¿(l-¿ 2 )^arcsen¿d¿ 

Solución. - 

M = arcsení ¿ v = ¿(l-¿ 2 )^d¿ 
Sea: , dt i 

du = ~r=^ v = --(l-t 2 ) A 

VI -í 3 



fí(l-¿ 2 )^ arcsen¿d¿ = --(l-t 2 )^ arcsení + - \(\-t 2 )J^t 2 

J 3 3J 



(i-r ) 

3 

r 



m i (i-í 2 )^ i ¿ 3 

arcsení + - (\-t 2 )dt = árese ni +— (í ) + c 



2 3/ t 3 

(1-í) arcsení-í + — 
3 



+ c 



23.- f i^^dx 
J sen 2x 

Solución. - 

p 1 + eos 2i , p 1 + eos 2x , p dx p dx 1 p dx 

5 " x = r -6 ^ = = - T\ r — ñ" = - ~ 

J sen 2x J 1-cos x J l-cos2x J 2 (l-cos2x) 2 J sen x 

1 f 2 , 1 

= — Jcosec xdx = — corgx + c 



24.- \^hx 
J x -x 

Dlución.- 

x 2 + 1 f (x z + l)dx p (x z + l)dx p Adx p Bdx p Cdx 



x -x 
Solución. 

.2,1 / 2 , in j / .2 



r x +i fl* +i)ux _r {x +í)ax _ paox r nax + f L - < 
Jx 3 -x X ~J x(x 2 -l) x(x + l)(x-l) + (x + l) + J (jT 



1) 



(*) 



(A +1) =- + — — + — — =^(x 2 +l) = A(x 2 -l) + Bx(x-l) + Cx(x + l) 



x(x + l)(x-l) x (x + 1) (x-1) 
x = 0^1 = -A^A = -l 

De donde: x = -1 => 2 = fi(-l)(-2) => S = 1 

x = 1 => 2 = C(l)(2) => C = 1 

Entonces: 

. . p (x 2 +l)dx rdx r dx p dx . , , . , . , 

(*) — = - — + + = -tri x \ + lr> x + 1 \ + £n x-1 \ + c 

J x(x + l)(x-l) J x J (x + 1) J (x-1) 11 1 1 1 1 



= ^7 



x 2 -l 



+ c 
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25.-J- 



e x dx 

2x 



Solución.- Sea: u = e x ,du = e x dx 

r e x dx p e x dx r du u e x 

, = , = = , = ares e n — + c = ares en — + c 

¡ ^9-e 2x J p-{e x f ¡ S 2 -u 2 3 3 

26.- f-^ 
Solución. - 

7 = (x-1) dx = -- — + c = - + c 

J (x-1) 3 J 2 (x-1) 2 

2? _r (3x + 4)¿/x 
J V2x + x 2 

Solución.- Sea:« = 2x + x 2 ,é/m = 2(í + x)dx 
•(3x + 4)dx r (3jc + 3) + 1, .r(x + l)dx r dx 3 r du r dx 



J V2x + x 2 J V2x + x 2 J V2x + x 2 J V2x + x 2 2 J J ^2x + x 2 

3 r du r dx 3 u^ 2 r dx _ /~ 7 r <ix 

= - -¡T+ i = = ^7-T^+ / =3V2x + x 2 + - 



2 J J 7(x 2 + 2x + l)-l / K J ^/( x + i) 2 -i ~ J ^/(x + l) 2 -l 

Sustituyendo por: x + 1 = sec 0, dx = sec 0rg0d0, V(x + 1) 2 -1 = 
= 3a/2x + x 2 + J se< ^^ d = 3^2x + x 2 +jsec0d0 = 3^2x + x 2 +£?j\sec0 + Tg0\ + c 

= 3a/2x + x 2 +^7 x + 1 + V2x + x 2 



28.-J 



Vi 



,2 



Solución.- Sea: s = 2sen0, ds = 2cos0d0,^4-s 2 = 2cos6> 
f ¡ ^ r ,2^<3g??6?é > = í c ¡0 = = arcsen s/ + c 

29.-J— * 

x 2 Vx 2 +e 

Solución.- Sea: x = \fergd, dx = 4e sec 2 6>¿/6>, Vx 2 + e = Ve sec 6* 

r ¿/x _ r / Ve' sec^ 6><i6> _ 1 <• sec 6>é/6> _ 1 r peslf Ir eos 6> 
x 2 Vx 2 +e erg 2 J^éÍ0 ^ Tg 2 e* sen 2 eKen 2 

cos^ 

Sea\u = sen0, du = cos0d0 , luego: 
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1 r du Ir i ii i 

(*) = - \—r = - \u du = + c = + c = 

e J u e J e -1 



1 u 



1_ 

esen6> 



- + c = - 



x 2 + e 



V^ 2 



- + c 



ex 



30.- f . 

J Vi+^ 

Solución.- Sea:x + 1 = ¿ 2 => x = t 2 -\,dx = 2tdt 

r xdx r(t 2 -l)2/dt r 2 , x , ,í 3 , „ ,¿ 2 „ 

J-n= = p f^ = 2Í(í 2 -l)^ = 2(--0 + c = 2í(--l) + c 

J Vl + jc J / J 3 3 



= 2Vx7T(^p - 1) + c = 2Vx7T + c 

31- 

Solución.- Sea: y + \ = t 2 ^> y = t 2 - \,dy = 2tdt 



,x-2^ 



í 



y^ = r (t 2 -lf2/dt = r (f2 _ lfdt = 2 C (t *_ 2t 2 + l)dt = 2 
yjy + l J / J J 



f t 5 2t 3 ^ 

+ t 

5 3 



+ c 



:2í 



V 2¿ 2 ^ 
+ 1 



v 5 3 

= 2V7TT 



+ c 



2V7TT 



(V7TT) 4 2(V7^T) 2 



^ (y + l) 2 2y + 2 |t N 



V 



5 3 
+ c = 2- N /y + l 



+ 1 



+ c 



J 



V+2y + l 2j + 2 ^ 
+ 1 



j 



+ c 



J 



+ c 



Solución.- Sea:w = y 2 -l=> y 2 = u + l,dy = 2ydy 



J^/TTI J^/TTI 2> u 2> 



y 2 ydy 1 r(u + í)du 1 



_l_ 

7 



u u 

-^ + —r- 



y 2 

= — + u /2 +c = u yi (\¿u + Y) + c = ^y 2 -1 
3 ' 



v 



+ c 



+ c 



y +2 



J 



+ c 



33.- J 



l + 2cos6> 



2¿fe 1-z 2 
Solución.- Sea: <i6> = - -,cos6> = : -,0 = 2arcrgz 



l + z ¿ 
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I 



de 



í- 



2dz 
1 + z 2 



2dz 



2dz 



2dz 



[ + 2cos0 J 1+ 2(l-z 2 ) J l + z 2 + 2(l-z 2 ) ->l + z 2 + 2-2z 2 •> 3-z 2 



l + z 2 

dz 
z -3 



1 



dz 



-(V3) 2 /V3 



^77 



z + 



V3" 



+ c 



V3" 



^77 



Tg AS 



+ C 



34, J 



Solución. 



í 4 -¿ 3 +4¿ 2 -2í + l 



¿ 3 +l 



di 



í 4 -í á + 4í 2 -2í + l 



ri 1 3t 2 -t + l , r , f, ior -r+i , 

di = í-l + — 3 dt=\tdt-\dt+\ — - 3 di 

J l t +t } J J J i +i 



f + l 



3t 2 -t + l 



t rót 

= í + 

2 J t 



3t 2 -t + l 



+ t 



dt(*) 



3í-í + l A Bi + C o2 . ., 2 ,„ 

z = — + — : =>3i -í + l = A(í 2 +l) + (fií+C)í 

í(í 2 +1) í (r+l) 



¿ = 0^l = A^ A = l 

í = l^3 = 2A + S + C^S + C = l ] 
De donde: ^fi = 2,C = -l 

í = -l^5 = 2A-(C-B)^B-C = 3 



, N r r Aí/í rBí+C , í rdt r'2 

(*) = í+ + — 5 dí = í+ — + - 

2 J í J ¿ 2 +l 2 J í J í 



di r 2í — l 



+ l 



di 



= — -t + lr¡\t\ + — j-^— = — -t + £r]\t\ + £ri\t 2 + l\-arcrgt + c 
'2/ í i l í i l 2 



= — -t + ír¡\t(t 2 + are Tgt + c 

35. - 

J ¿/ye 
Solución.- 

Ij% = l d * = * +C 

36. -j"x(l0 + 8x 2 ) 9 dx 

Solución.- Sea:w = l0 + 8x 2 ,dw = l6xdx 

1 1 -1 10 10 

í jc(10 + 8x 2 ) 9 dx = — í 1 6jc(1 + 8x 2 ) 9 dx = — f M 9 ddw = — — + c = — + c 

(10 + 8x 2 ) 10 



16 10 



160 



-+c 



dx 



37- f- 

J V(16 + x 2 ) 3 

Solución.- Sea: x = \xgO,dx = 4sec 2 OdO 



f dx r £&&f1)d0 1 f dO 1 f . , . 1 

— i = = ^ 3 — = — = — eos OdO = — senO + c 

J Jnfi+r 2 ^ 3 J 4*sec*0 16 J secé> 16 J 16 



x 



Vd6 + x 2 ) 3 
x 3 dx 



16^ 



r+C 



+ x A 



38- J 



Vx 2 + 4 

Solución.- Sea: « = x 2 + 4 => x 2 = u - 4, ¿/w = 2xdx 



i- x dx _ p 

J rr—; = \ 



x 2 xdx 1 r (u - 4)du 1 



Vx 2 + 4 J Vx 2 + 4 2 
1 u A 2u 



^(u A -4u A )du = -^u A du-2^u A du 



, . +c = 4u /2 +c = u /2 ( — 4) + c 

1/3 3 



Vx 2 +4( 



x 2 + 4 



■4) + c 



= Vx +4(— — ) + c 



39.-J- 



x dx 



Vl6-x 2 

Solución.- Sea: u = 16 -x 2 => x 2 = \6-u,du = -2xdx 

x 3 dx r x 2 xdx 1 r(í6-u)du 1 r . -y y. , 

= — j(í6u A -u A )du 



I 



_ [• x 2 xdx _ i [• i 

J /7¿ J2 9 J 



Vl6-x 2 J Vl6-x 2 2- 



1 16m / 



- + - 



1 k' 



-I6w /2 + — + c = -l6w /2 + + c = V«(-16 + — ) + c 



= Vl6-x 2 (-l6 + ^^-) + c = -Vl6-x 2 (^|^) + c 

40- j"a(x 2 +l) >2 ¿y 
Solución. - 

ja(x 2 +l) A dy = a(x 2 + l) A j dy = a(x 2 + l) A y + c 

41- f * 

J (V6^) 3 

Solución.- Sea: x = Vó s e n 6>, dx = Vó eos Vó-x : 
dx 



.32 + x 2 



Vócos6> 



j 



(Vó-x 2 ) 3 J (V6) / cos / 6' 6 J cos 2 6> ó' 



6 Vó-x : 



42-j 



dx 

x(3 + £?jx) 
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dx 

Solución.- Sea: u = 3 + ir/x,du = — 

X 

f — = f— = £n\u\ + c = £n\3 + tnx\ + c 

J x(3 + £?jx) u 11 1 1 



r e x 
43.- f —. dx 

i 1 f, 4- v lx 



16 + e 2 

Solución.- Sea:u = e x ,du = e x dx 

r e x , r du 1 u 1 e x 

T -dx= \—. T = — arcrg — + c = — arcrg — + c 

J l6 + e 2x J 4 2 + u 2 4 4 4 4 

44.- J eos yjl-xdx 

Solución.- Sea:l-x = ¿ 2 =^> x = \-t 2 ,dx = -2tdt 

J eos Vi - x<¿c = -2 J eos , integrando por partes se tiene: 

g ea< u — t dv = eos íJí 

du = dt v = sent 

(*) = -2^sení- Jsenft/íj = -2ísení + 2jsení<ií = -2ísení-2cosí + c 

= -2Vl-xsen Vl-x -2cos Vl-x + c 
Solución.- Sea:x-l = í 2 => x = t 2 + 1, dx = ltdt 

\ -^¿L = \ {tl + 1)3 2/dt = 2¡ {f + 3S + 3t 2 +W = — + — + ^+2t + c 
"V x — 1 / 7 5 



: ¿(^l + ^ + 2¿ 2 + 2) + c = V^I 
7 5 



^zlt + ^z£ +2(jc _ 1)+2 



+ c 



= i4x-í 



(x-l) 3 3(x-l) 2 
+ + x 



+ c 



_ f 2y 5 -7y 4 + 7y 3 -19y 2 +7y-6 , 

46.- y - , , , — - — ¿/y 

Solución. - 

r 2j 5 -7/ +7j 3 -19j 2 + 7j-6 



(j-1) 2 (j 2 + 1) 2 



<fy (*) 



2y 5 -7y 4 +7y 3 -19y 2 +7y-6 A B Cy + D Ey + F 



+ + - 



(j-1) 2 (j 2 + 1) 2 y-\ (y-í) 2 (j 2 +l) (j 2 + l) 2 

2 y 5 - 7 y 4 + 7 y 3 - 19 y 2 + 7 y - 6 = A( y - í)(y 2 + 1) 2 + B( y 2 + 1) 2 
=> +(Cy + D)(y - 1) 2 ( y 2 + 1) + (£y + F)(y - 1) 2 , luego: 
2j 5 -7j 4 +7j 3 -19j 2 +7j-6 = (A + C)j 5 +(-A + B-2C + D)j 4 
^+(2A + 2C-2D + £)y 3 + (-2A + 2B-2C + 2D-2£ + F)y 2 



+(A + C -2D + E-2F)y + (-A + B + D + F) , Igualando coeficientes se tiene 

A +C = 2 A 

-A + B -2C +D =-7 

2A +2C -2D +E =7 

-2A +2B -2C +2D -2E +F =-19 

A +C -2D +E -2F = 7 

-A + B +D +F =-6 

2j 5 -7 j 4 +7y 3 -19y 2 +7j-6 r dy A _W , f J^J , f 
(j-1) 2 (j 2 +1) 2 J Jj-1 J (j-1) 2 J ív 2 + 1) J 



= /7 |y_l| + _í_ + I /l7 |y2 + l| + 3f_^-f 

1 1 y-\ 2 1 1 J (v 2 +1) J 



=> A = l,B = -4,C = l 
D = 0,E = 3,F = -l 



dy r ydy r(3y-l)dy 



(y 2 + l) J (y 2 +l) 2 



= ¿7 h>-l + + ^7 



(/+i) j (j 2 +ir 



= ¿7(y-i)77+i 

(J-D 



77TT|--^|j 2 +i|- 



1 y 1 

+ - are rgy 

2y 2 +í 2 



+ c 



+ - 



y 



1 



j-i 2 



— lTjy ¿ + l- 

< I 2(y 2 + l) 2 



— are rgy + c 



1 

are rgy + c 



TT^i y- 1 2 ^ ¿ +D 2 

47.- j" s e n Vx + ldx 

Solución.- Sea:x + 1 = ¿ 2 => x = ¿ 2 -\,dx = 2tdt 

j s e n y[x+\dx = 2 j (s e n t)tdt(*) , trabajando por partes 

„ u — t dv = sentdt 

Sea: 



u = t 
du = dt 



v = -cosí 



(*)2j"(sen0fafr = 2^-ícosí + Jcostóíj = -2ícosí + 2sen¿ + c 

= -2Vx+T eos y/x + l + 2 s e n Vx+T + c 

>.« r9x 2 +7x-6 
48.- J- 



3 

x -x 



-dx 



Solución. 

r 9x 2 +7x-6 



r 9x +7x-6 , r/iflx p aax rtax, . 

</x = dx= + + (*) 

J x(x + l)(x-l) J x J x + l J x-1 



Adx r Bdx r Cdx 



3 

x -x 



x(x + l)(x-l) 



9x + 7x ^ ^A + ^_ + _^^g x 2 + -¡ x -e^A(x+V)(x-Y) + Bx(x-Y) + Cx(x + Y) 
x -x x x+l x-1 

x = 0=>-6 = -A=>A = 6 
De donde: ix = l=>10 = 2C^C = 5 

x = -1 => -4 = 2S => S = -2 

(*) = 6Í — -2Í — + 5Í— = 6£7|x|-2^7|x + l| + 5^7|x-l| + c 
J X J x + l J x-1 
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t?]\x 6 \ - t?]\(x + l) 2 \ + tr/\(x-l) 5 \ + c = tr¡ 
5w 3 -5w 2 + 2w-\ 



x 6 (x-l) 5 



(x+iy 



+ c 



49.- J 



4 2 

w + w 



Solución. - 



•5w -5w +2w-l 

4 2 



dw = \ 



5w -5w 2 + 2w-l 
w 2 (w 2 +l) 



í/w(*) 



5w 3 -5w 2 + 2w-l Aw+B Cw+D 

= ; — + - 



w 2 (w 2 + l) 



w 



w 2 +l 



5 w 3 - 5w 2 + 2w- 1 = (Aw + B)(w 2 + 1) + (Cw+D)w 2 

Aw 3 + Aw + Bw 2 + B + Cw 3 + Dw 2 => (A + C)w 3 + (B + D)w 2 + Aw + B 
Igualando coeficientes se tiene: 

f A + C = 5^ 



B 



B 



+D = -5 
= 2 
= -1 
Cw + D 



A = 2,B = -Í,C = 3,D = -4 



. , r Aw + B , r 

(*) , + : , • • , : ■ ■• , : 

j w j 



w L + \ 



r 2w-l , p 3w-4 , 

«w = ; — aw+ — ; aw 

J w J 



w z +l 



r 2w<iw p _ 2 , 3 r 2w¿/w . r ¿/w 
= — 5 w¿/w + - — 5 4—5— 



w 

I 2l 1 

■ £tj\w \ + — + £tj 



W ¿ +1 



^(w 2 +l) 3 \-Awczgw + c = ir/ w 2 yj(w 2 + l) 



H 4arcrgw + c 

w 



50.-J 



3dx 



l + 2x 

Solución.- Sea:w = l + 2x,<iw = 2<ix 
3dx _ ^ <• ¿/x _ 3 p <iw _ 3 
l + 2x l + 2x 2 i/ 2 



+ C 



(l-x) 2 Jx 



51 -J 

Solución. - 

1 (1 - x) 2 dx f 1 - 2x + x 2 dx (dx 

x 



| (1 - x) dx _ j 



2j Jx + J xdx = £tj\x\-2x-\ he 



52.-J 



xe 



-2x z 



-dx 



Solución.- Sea: u = -2x 2 ,du = -Axdx 

rxe~ 2x 1 r _ lx i 1 e u 1 1 _ lx i 

dx = — \xe dx = — \e du = — e +c = — e +c 

J 2 2 J 8 J 8 8 

53.- Je 2 ' cos(V )dt 



Solución.- Sea: w = e ,dw = e'dt 

je' cos(e')e' dt = jwcoswdw(*) , trabajando por partes 

u = w dv = eos wdw 

du = dw v = senw 

(*)J wcos wdw = wsen w- j sen wdw = ws en w + eos w + c = e' s e n(e' ) + cos(e' ) + c 

5*.-\4x{x Á -Afdx 

3 3 

Solución.- Sea:w = x Yl -4,du = -4xdx 

2 

f r. x ,, 3 , 2 f 3j 2w 4 1 4 (x X -4) 4 

\yjx(x /2 -4) dx = — \u du = vc = —u +c = he 

J 3 J 3 4 6 6 

sec x i 

55.- f SgnX f rf x = fl£M_L frgxsecx e secx ¿x(*) 
J eos X J cosx eos J 

Solución.- Sea: u = sec x,du = sec xzgxdx 
(*) = \e u du = e u +c = e secx +c 
ds 



56.- J- 



s' A a+s 2A ) 

Solución.- Sea: t = s Á =^> s = t 3 ,ds = 3t 2 dt 
r ds r 3í^¿/í r 3ícfí „ r tdt 3 



: ^ = 3 — = -tn 1 + r +c 



+ J /(l + t 2 ) J (l + Í 2 ) J (l + Í 2 ) 2 

1ÍÍZ5 2 

z 3 z 2 



1-7 2 -2<Í7 

Solución.- Sea: « = — —,du = - 



2 ' — 3 

z 



J_ 

2 J 2 11 22 C ~ 22 



1 /i 2 Y i 1 11 11 

r 1 1-z , If 10 , 1" " 

— r ^— «Z = I U du= hC = 

1 z y z J 7 J 7,1 79 

58.- f ^ (1+ 2 * 2) ^ 
J 1 + x 2 



2^ 



1-z 



+ c 



Solución.- Sea:w = ^^(1+jc 



2 - , 2x<ix 



l + x ¿ 

[^(1 + x 2 )] 2 



rxiri{\ + x l ) 1 Ir , lw ¿ w z + X H 

r — ax = — udu = hc = hc = - — + c 

J 1 + x 2 2 J 2 2 4 4 

r corgxdx 
^77|senx| 

Solución.- Sea:u = £r¡\senx\,du = cotgxdx 

r corgxdx rdu , , i , ,i 

— ¡ r= — =£77 w +c = £ 77 Le r¡ senx \\ + c 

£tj\s en x\ u 11 1 1 
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rax —bx + c , 
60.- \— 2 dx 

J ax +bx-c 



Solución. - 

ax 2 - bx + c , ax 2 -bx + c r , ax 2 -bx + c 

t + c 



r ax -dx + c , ax -ox + c r , 

— 2 " x = — 2 " ? = 

J ax +bx-c ax +bx-c J ax +bx-c 

61 -f-^- 
J eos 5x 

Solución.- Sea: w = 5x,¿/w = 5dx 

[ — — = [sec 2 5xdx = — [sec 2 udu = —rgu + c = — Tg5x + c 
J eos 5x J 5 J 5 5 

62. - f^- 

J 12-7* 

Solución.- Sea: u = Í2-Ix,du = -Idx 

r dx í rdu 1 _ ii 1 . .,_ _ i 

= — — = — £n\u\ + c = — iri\\2-lx\ + c 

J 12-7jc 7 J u 7 1 1 7 1 1 

63. - jrglóxdx 

Solución.- Sea:w = cos(16x), du = -16sen(16x)dx 

\rg\6xdx = [ Sen ^ X ^d x = — — f— = — —Itj\u\ + c = — — ^77|cos(16x)| + c 
J J cos(16x) 16 i/ 16 16 

64. -jVg4#sec 2 4#¿/# 

Solución.- Sea: u = rgA6,du = 4sec 2 A6d6 

\ Tg \0 sec 2 \6d6 = — \ udu =-— + c = — + c= Tg ^ + c 
J 4 J 4 2 8 8 

65. - 

J Vx^5 

Solución.- Sea: u = x-5 => x = u + 5,du = dx 

r xdx fíí + 5 , r !/ , - r -v , w _ 2w^ i/ 

¡ = — 77-du = u du + 5\ u /2 du = ^- v + 5- rv + c = + I0u /2 +c 

J Vx^5 J J J 3/ 1/ 3 



= —u4ü + \o4ü + c = — (x-5)Vx-5 +10Vx-5 + c = 2Vx-5 x + ^ 

3 3 l 3 , 

66.- f , 7? ~ 2 < ft 
J V7-2í 2 

Solución. - 

J V7-2í 2 jl-2t 2 ~J V7-2í 2 ~ _ 4 ' ^7-2í 2 ~ 
7 



= — yjl-2t 2 -V2arcsen./2/í + c 
2 V/ 7 

67.- j" (1 + x) eos Vxdx 



+ c 



2 



Solución.- Sea: Vx =t =^> x = t 2 ,dx = 2tdt 

| (1 + x) eos 4xdx = J (1 + 1 2 )(cos í)2tó = 2 J (í + 1 3 )(cos f )dí = 2j í eos tó + 2j ¿ 3 eos tó (*) 
Trabajando por partes: JV costó 



Sea: 



u-t dv = eos tdt 

du = 3t 2 dt v=sent 
jV eos tdt = t 3 sení-3jV sentdt 

Trabajando por partes: jV sentdt 



u = t 



dv = sentdt 
v = -cosí 



Sea: 

du = 2tó 
1 1 2 s e n tdt = -t 2 eos t + ljt eos tdt 

Trabajando por partes: Jicos tó 

_ u — t dv = eos tdt 

Sea: 

du = dt v = sent 

j"í costó =ísení- Jsentó = tsent + cost + c 1 

(*) 2j¿costó + 2j¿ 3 eos tó = 2j¿costó + 2(¿ 3 sen¿-3j¿ 2 sentó) 

= 2^tcostdt + 2t 3 sent-6^t 2 sentdt = 2^tcostdt + 2t 3 sent-6^-t 2 cost + 2^tcostdt^j 

= 2| t eos tdt + 2t 3 sent + 6t 2 eos t — l2jt eos tdt = 2t 3 sent + 6t 2 cosí -10j"í costó 

= 2í 3 s e n t + 6t 2 eos t - 10(í s e n í + eos t) + c 

= 2í 3 sení + 6í 2 cosí-10ísení-10cosí + c 

= 2*Jx 3 sen Vx + 6xcos Vx -lüVxsen Vx -lOcos Vx + c 

68.- f * 

J x(VT+x-l) 

Solución.- Sea: (1 + xf 2 = t =^> 1 + x = t 2 =^> x = ¿ 2 - 1, dx = 2tó 

Í¿/x _ (• 2tó 
x(VT+^-i)~ ' (r 2 -i)(í-i) * 

- J 2 - = ^ + ^ + -^^ = A(¿-l) 2 + g(¿ 2 -l) + C(¿ + l) 
(í + l)(í-l) í + 1 í-1 (í-1) 



De donde: 



(*) = 2 



í = l^l = 2C^C=l 
f = -l=>-l = 4A 
í = 0^0 = A-B + C 
BJí r Ctó 



2 

A = -l 



4 

S= 1/ 



ÍAJí r Bdt r Ctó _ l r dt \ ? dt l r dt 
+ + =2 — + - + - 
t + l h-\ Ut-l) 4 J í + 1 4 J í-1 2 3 (t-V, 



(t-lY 
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1 (• dt 1 p dt (• 



rfí 1 „ i ii 1 „ i ii 
- = — £n\t + l\ +—£n\t-l\ 

(t-l) 2 2 ' 1 2 1 1 



t-l 



- + c 



£r¡ 



t-l 



t + l 

dx 



1 1 o 

hc = — £n 

t-l 2 



VÍ+jc-1 



Vi + -t+i 



1 



vm-i 



+ c 



2 

69. - f 

J corgóx 

Solución.- Sea: u = cosóx, du = -6sen6xdx 

[ — — — = \zg6xdx- [ Sen ^ X d x = -—[— = - — lT]\u\ + c = -—£r/\cos6x\ + c 
J corg6x J J cosóx 6 u 6 6 

70. -j"co2-g(2x-4)¿/x 

Solución.- Sea:w = sen(2x-4),<iw = 2cos(2x-4)¿/x 

r „x , p cos(2x-4) , 1 rdu 1 . . , 1 . 

cor¡?(2x-4)¿/x = -dx = -\ — = - £n\u\ + c = - £n\(2x- 4)\ + c 

J J sen(2x-4) 2 u 2 2 " 1 

71. -jV-<r 2 ') 2 ^ 
Solución. - 

J (e' - e~ 2t ) 2 dt = \(e 2 '- 2e'- 2t + e~ At )dt = \e 2t dt-2\ e~'dt + J e~ 4 'dt 

= L e ^ + 2e-'--e- 4 ' + c 
2 2 

(x + l)dx 
(x + 2) 2 (x + 3) 
Solución. - 

(x + l)dx (x + 1) 



72.-Í 

S 

I 



- + ■ 



B 



+ — (*) 



(x + 2) 2 (x + 3) (x + 2) 2 (x + 3) x + 2 (x + 2) 2 x + 3 
=> x + 1 = A(x + 2)(x + 3) + B(x + 3) + C(x + 2) 2 

x = -2=>-l = fí=>fí = -l 
De donde: < x = -3 => -2 = C => C = -2 

x = 0^1 = 6A + 3B + 4C^ A = 2 



. . r Adx 

oj — + 



I; 



x + 2 J (x + 2) 
1 



Bdx p Cdx _r¿[ dx p 

■» X + 3 J v4-9 J 



dx 



x + 2 



x + 2 



(x + 2) 

3 



-2j 



dx 
x + 3 



x + 3 



= 2^^|x + 2| + --2£?j\x + 3\ + c = £t] 

73.-J(co zge x )e x dx 

Solución.- Sea:w = sene x , du = (cose x )e x dx 



+ - 



1 



x + 2 



- + c 



^(corge x )e x dx = j" 
•sen0 + 



(cose x )e x dx 



= j — = £tj\u\ + c = £r]\sene x \ + c 



sene 



74,| 



cos6> + l 



de 



Solución. - 

senO + 



rsenv + v , n rsenOdO r vav r-sewuau r 

d0 = + = - + 

J cos6> + l J eos + 1 J cosé> + l J eos + 1 J 

= -^77|cos# + l|-j" 



OdO 



-senOdO r0(cos0-l)d0 



eos 2 + 1 



eos OdO r OdO 



sen 1 9 *se\v9 



= -í r¡ |cos + 1| - J 9 co rgO eos ecOdO + J 6> eos ec 2 OdO (*) 

Trabajando por partes: j co rgO eos ecOdO 

Q _ w = 6> dv = corgO eos ecOdO 

oGa. 

du = dO v = -eos ecé> 

eos ecOdO = -0 eos ec6> + Jcos ecOdO = -0 eos ecO - £ r/\cos ecO - cor g0\ + ^ 

Trabajando por partes: j*6> eos ec 2 0d0 

^ u — dv = eos ec 2 OdO 

Sea: 

du = dO v = -tcorgO 

j eos ec 2 OdO = -0 cor g0 + j co TgOdO = -0corg0 + £r]\sen0\ + c 2 
(*) =-ír¡ |cos # + 1| + #cos ecí? + £ 77 |cos ec6> - co rg6>| - # co rgí? + ^7;|sen6>| + c 
(eos ec6> -cozg0)senO 



= ír¡ 
= £t¡ 



eos 6> + 1 



+ 6>(cos ec6> - co rg6>) + c 



1 - eos 



1 + eos 6> 

are tgxdx 



+ 



1 - eos 
señé? 



+ c 



rarcr 
J (1 + x 2 )^ 

Solución.- Sea: x = rgé> => 6* = are rgx, dx = sec 2 6><i6>, ^jl + x 2 = sec 6? 
raicrgxdx r0 ss&^UdO r OdO r „ _ . . . . , 

1^77^ = 1 =f— = f^cos^), trabajando por partes 



Sea: 



sec 75 J sec 
u = dv = eos OdO 

du = dO v = senO 



r x 1 

= ^sen^- senOdO = 0sen0 + cosO + c = (are rgx) , + — ;= 

J Vl + x 2 vi + 



+ x 



r+C 



r(xarcrgx + l) + c 



Vl + x 2 
76.- j" xco Tg( x2 y^)dx 



2 o 2 

X .Z X 

Solución.- Sea:« = sen — ,du = — xcos — ¿/x 

5 5 5 
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XCOS- 



\ XCO Tg( X /)dx= [ y-6?X = — f— = — ll] \u\ + C = — ll] 



sen- 



2 J tí 



sen- 



+ c 



77.-j"xV4x 2 -2<ix 

Solución.- Sea:w = 4x 2 -2,dx = Sxdx 

{ xy¡4x 2 -2dx = — [u^du = —^rv + c = - — he = 
J 8 J 8 3/ 12 19 



12 



+ c 



(x 2 +9) í/2 dx 



78- J 

Solución.- Sea: x = 3rg6>, dx = 3 sec 2 <9, Vx 2 + 9 = 3sec<9 



r (x 2 +9) /2 Jx _ r 3secé>3sec 2 gjg _ 1 r sec 3 0d0 _1 ¡ cos 3 ¿> 
' 7 " ' 3^7^ "9' rg 4 



de 



1 

9 J sen 4 9 J sen 4 é> 



1 rcosOdO 
1 J 



cos 4 6> 



1 1 



V 

J_ 

27 



3sen 3 é> 
Vx 2 +9 



+ c = — 



1 cos ec 3 6> 
- + c = + c 



27sen 3 é> 



27 



A 3 



+ c = - 



x 2 +9 
' 27x 3 



Vx 2 +9 



+ c 



79. - 1 x 2 s e n 5 x 3 cos x 3 dx 
Solución.- Sea:w = sen x 3 ,du = 3x 2 cosx 3 dx 

1 16 6 

f 2 53 3, lf5 7 1 M M 

x sen x cos x ax = - w aw = h c = he 

J 3 J 3 6 

80. -J- 



sen 6 x 3 



18 



18 



- + c 



xdx 



V5x 2 +7 

Solución.- Sea: « = 5x 2 + 7, ¿/w = lOxdx 

xdx í r du _ í u^ 2 _ 
= __ ____ _ 



1 f du \ u A u Á (5x 2 +7) x V5x 2 +7 

= — rr= w + C = + C = - — + C = + C 

III- ,/ 10 1/ 



^/5x 2 77 10 J k* 10 1 
x 3 dx 



81 -f 

Solución. 

x 3 dx 



2 -x-6 



f x ax — _ f I x + l+ + ^ í/x = fxdx + ídx-h f — 
J x 2 -x-6 ¡ { x 2 -x-6J J J J (x 



(7x + 6)<ix 



■3)(x + 2) 



= — + x + 
2 



(7x + 6)dx 
3)(x + 2) 



J (x- 



(*) 



(7x + 6) A B 

— — = + =>7x + 6 = A(x + 2) + B(x-3) 

(jc-3)(jc + 2) x-3 x + 2 

x = -2 => -8 = -5B => B = 8 / 



De donde: 



x = 3=>27 = 5A=>A = 27/ 



x 2 r Adx r SJx x 2 27 r dx 8 r dx 

— + x+ + = — + x + — + - 

2 J x-3 J x + 2 2 5 J x-3 5 J x + 2 



* 27 „ | . 8 „ | . 
= — + x + — £rj\x-3\ + -£rj\x + 2\ + c 



2 5 
82.-j"sen2<9e sen2 ^6> 

Solución.- Sea\u = sen 2 9,du = 2s e n 6> eos 6><i6> 

J s e n 20e sen2 °d0 = J 2 s e n 6>cos 6>e sen2 = J g" rf M = e" + c = e"" 2 ' + c 



83- f — ^ 

J P x - 



dx 



e x -9e~ x 

Solución.- Sea: u = e x ,du = e x dx 



p dx i- e x dx _ (• e x ¿/x r du _ 1 
J e * -9g" x ~ J e 2x -9 ~ J <V^ 2 -Q ~ J „ 2 -Q ~ 77 



(e x ) 2 -9 J w ¿ -9 6 



w — 3 



W + 3 



+ c = -lr¡ 
6 



e x -3 



e x +3 



+ c 



84- J 



1 + eos w 
Solución. - 



(1 - eos w)dw r (1 - eos w)dw 



eos 2 w 



-i- 



sen w 



= Jcos ec 2 wdw-j 



eos vwfw 



sen w 



C í/w m i -t 

1 + cosw 1- 

(senw)" 1 1 

= -corgw he = -corgwH he = -corgw + cos ecw + c 

-1 senw 

Nota: Este ejercicio esta desarrollado diferente en el capitulo 8. 



85.-j 

Solución.- Sea:w 



(eos 3 ^sen^)ííx 

, N 2 

1-sen x / 2 



,du = — eos — sen — dx 
9 2 2 



86.- j 



(eos 3 5oSen-^)¿/x = — \e'du = — e" +c = — e +c 
/2 Z2 7 ? J q o 



x dx 
Vl9-x 2 



Solución.- Sea: x = VÍ9 s e n 6>, dx = VÍ9 eos Vl9-x 2 = VÍ9 eos é> 

r x 3 dx f (Vl9) 3 sen 3 #Jl£xro^/í? ,-r 2 
J -j = = J ^_ ' ^ = 19V19J senfríl-cos 
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/ — r / — r / — 1 9V1 9 

= 1 9 VI 9 { s e n OdO - 1 9 VI 9 j s e n eos 2 6Wé> = - 19 VI 9 eos + — ^— eos 3 + c 

= -19^^ + ^^^7 " + c = -19VÍ9-7 + y^¥ + c 
p/Í9 3 

_ r sen <pdcp 
87- "J K 

J COS /2 ^9 

Solución.- Sea:w = cos(p,du = -sen<pd(p 

csenmdm r du r -y, , .y . / 

ir^ = ~ — ¡z = -\u /2 du = — -—? + c = -2u /2 + c = -zVcos a> + c 

J cos /2 q> J i/ 2 J 1/ 

88. - j" (sec <p + rg<£>) 2 <i<£> 
Solución. - 

j" (sec <p + rg<£>) 2 dep = j" (sec 2 <£> + 2 sec tprgtp + rg 2 (p)dtp 

= j (sec 2 (p + 2 sec (pzgcp + sec 2 <£> - l)<i<£> = j" (2 sec 2 cp +2 sec <£>rg^> - l)d<p 

= 2 j" sec 2 <£><i<£> +2j sec cpzgcpdcp -jdq) = 2rg(p + 2 sec <p-<p + c 

89. - J 



t{4 + lrfty 



Solución.- Sea: u = £rjt,du = — , además: w = 2rg0,du = 2sec 2 0d0,\¡4 + u 2 = 2sec0 



I 



= ^77 



V4 + w u 

+ — 

2 2 



r é/m r/sec^0d0 r „ ,„ i i 
= j y , 2 " = J 9 — = J sec6>£/6> = ^?;|sec6> + 2-g6>| + c 

^4 + Irft + ÍTjt 



í(4 + V0 K J V4 + M 2 J >ec^ 

V4 + w 2 +u 



+ c = £rj 



+ c = ir¡ 



90.- \a s b 20 c 30 d0 
Solución.- Sea:a¿V = & , 

\a b w c 30 d0 = \a (b 2 ) d (c 3 ) d0 = \(ab 2 c 3 ) d0 = \k d0 = 



k (ab 2 c 3 ) 

; + C = ¡ — — r + C 



¿17 * 



£^|(a¿V)| 



91.- Jsen-^ ^9 eos 3 cpdcp 
Solución. - 

Jsen^ <£>cos 3 cpdcp = Jsen^ <pcos 2 cp eos cpdcp = Jsen^ <£>(l-sen 2 cp)coscpdcp 

r 1/ , r 5/ , sen^ffl sen^ffl 
= I seir 2 cpcoscpdcp- I sen 72 cpcoscpdcp = — — 



- + c 



2s en^ 1 cp 2sen^#> 



+ c 
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92.-J 



sec 2 OdO 



9 + rg 2 

Solución.- Sea: u = rgO,du = sec 2 OdO 
C sec 2 OdO r du 1 u 1 (?g0) 

93- f , dx 

Solución. -Sea: u = e x ,du = e x dx => ¿/x = — 

u 

Además : u = 4 sec 0, du = 4 sec OzgOdoA u -16 = 4rg# 

J Ve 2x -16 J Vw 2 -16 J M V M 2 -16 J ^ec^4^ 4J 4 

1 K 1 «* 

= — are sec — + c = — are sec he 

4 4 4 4 

94.-J(e 2í -l)(e 2í +l)ds 
Solución. - 

J (e 2s - l)(e 2s + V)ds = \[(e 2s f - l]ds = J e 4 Vs - \ ds = ^e 4s + s + c 
dx 

2 



95.- í 



5jc + 8x + 5 
Solución. - 

í — z-^ = í ^7 = - f ^ (*) , completando cuadrados: 

hx 2 + Sx + 5 J 5(x 2 +%x + l) 5>x> + % x + l 

x 2 + %x + l = (x 2 + ^ + ^) + l-^ = (x + )/) 2 + % 5 = (x + )/) 2 + (^/) 2 



Ir dx 11 x +% 1 S.v + 4 

(*) = 7 T7~i ^ZT = V~^ arcr g 0/ +c = -arcrg— — + c 

5 J (x + 4/) 2 + (3/f / 3/ 



V T V5 ; /5 

_ _ p x 3 + 1 , 
96.- -5 dx 

J x -x 

Solución. - 

[ x 3 + ^¿ /x = f(l+ ]dx = f¿/x+ f x 3 + ^ ¿/x=X + f 
J x-x J v x-xy J J x-x J x(x - 1) 

f (¿>rf)dx r dx c Adx cBdx /w 

= x+ — — — p = x+ = x+ + (*) 

J x^x-ríj(x-l) J x(x-l) J x J x-1 

1 A fi , , N „ 

■ = — + =>1 = A(x-l) + fix 



x(x-l) x x-1 
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De donde 



x = 0^1 = -A^A = -l 
x = í^í = B^ B = í 
dx r dx 



x-l 



+ c 



(*) = x- í h [ — — = x-tr/\x\ + tr/\x-l\ + c = x + tr/ 

J x J x-l 

97. - J (ares e n yjl-x 2 ) dx 
Solución. - 

j" (ares e n \Jl-x 2 ) dx = ^dx = x + c 

98. - 

Solución. -Sea: = t ^> y = t 2 ,dy = 2tdt 

fJ^ = 3 f-^= = 3f^ = 6f-^- = 6ffl-J-V = 6f*-6f 

= 6í -6lr¡ |l + í| + c = 6^[y -6lr¡ |l + ^/j| + c = óí^-^jl + ^h + c 

99. -j"x(l + x) x <ix 

Solución. -Sea: u = l + x=> x = u-\,du = dx 
j"x(l + x)^dx = j (u-Y)u A du = j(u' A -u A )du = j u ' A du - j u ^ du = 



dt 



U A u % 

w~v +c 

75 75 



( 5u 2 


5l< y ( 




\u Á +C = 




6j l 



5( 1 + x) 2 5(1 + x) 
11 6 



(l + x) X +c 



100.-J 



dep 



a 2 sen 2 <p + b 2 eos 2 ^> 



Solución. -Sea: u = zgcp, du = sec 2 cpdcp 



d<p 



a sen (p + b eos 9? 



-í- 



sen 4 <pd(p 



eos <p 



(a 2 rg> + ¿ 2 ) 



= í- 
J (a 



sen 2 <£>¿/<£> 



du 



41 



1 1 



a J u A + ( /y a 

/ a 



V 



u 

1/ 
a 



2 rg 2 (p + b 2 ) ¡ {au 2 +b 2 ) 
1 



au 



, , arcre— ^ + c = — arcr£ hc = — arcr? 



r arg(p^ 



v 



+ c 



101.- f 



(2í + l)^ 
Solución. - 



Sea: 



u = t 
du = dt 



dv = 



dt 



V27+T 
v = y/2t + 1 
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I 



tdt iz 7 f ¡z :, rz 7 1 (2í + l) K /- (2í + l) K 

(2f + l)* J / ^ 3 



= V2í + lj^í 

102.- f — ^-¡^ 
Solución. - 

Sea: J <fc 

uW = 

• s£rj\s\ds 



+ c = (í-l) + c 



3 y 



<iv = 



, además: s = s e n <9, = eos 6>, Vi - * 2 = eos 
v = -(1-í 2 )^ 



■ eos 6* eos 0d 



sen0 



= -yjl^?£T}\s\+\ ( Sg " } =-yíí^?£?j\s\+\cosec0d0-\sen0d0 
= -yj\-s 2 í r¡ \s I + £ r¡ Icos ecí? - co Tg0\ + eos + c 



-\Ii-s 2 £tj\s\ + £tj 



+ 



■s 2 +c 



nTZa) da=\ Oda = c 



1 03.- j" (2 eos a s e n a - s e n a)da 
Solución. - 

J(2cosasena - sen2á)da = j" (sej 
W4.-\t 4 £?j 2 tdt 

u = lr¡ 2 t dv = t 4 dt 

Sea: A O* dt i' 

du = 2£nt — v = — 

í 5 

\t A £r¡ 2 tdt = —£r¡ 2 t — \t 4 £r/tdt(*) , trabajando por partes nuevamente: 
J ' 5 5 J 

w =lr¡t 

Sea: ^ 

a¿/ = — v = — 

í 5 



<iv = t dt 
t 5 



t 5 . , 2^ 5 



(*) = —tri L t — 



—ÍTjt--jt 4 dt 
5 5 ^ 



r . 2 2r . 2 

= —£nt ^77í + + c 

5 25 25 5 



r , 2 2¿ 5 , 2í 5 

= —£nt £nt + + c 

5 25 125 

105.-Jíí 2 (l + v) n í¿c 



233 



Solución. - 

\u(\ + v) n dx = u\\ + v) u \dx = u{\ + v) n x + c 
^Qg r (<p + sen3(p)d(p 
3tp 2 -2 eos 3^9 

Solución. -Sea: u = 3<p 2 -2cos3<p, du = 6(<p + sen3<p)d<p 



I 



(p + s«3 í »d í >_ 1 f¿»_l^u + c = I^| V _ 2cos3 J + c 



3^ 2 -2cos3^9 6 J w 6 
(y 1A +l)dy 



107.- f 

J J /2 (J + D 

Solución. -Sea: y Yl = í=> y = t 2 ,dy = 2tdt 

= + l| + 2arc-rg A /y +c 
ds 



\—~ — = ln\t 2 + l\ + 2arcTgt + c 

J (t ¿ -4- \\ ' i 



(í ¿ +1) Hr + D 



108.- f- 

J s 3 <> 2 -4)^ 

Solución. -Sea: 5 = 2sec0, ds = 2sec0rg0d0 

f ¿5 ri^ÚT^dO \r dO l( lQ1Q l [n 

— — ¡t- = -r = - — ^- = - eos 6W6> = — (1 + eos 2&)d0 

] s\s 2 -\) A Hse¿0Í¿gÓ 8 J sec 2 í? 8 J 16 J 



= — d +— sen2d + c = — 
16 32 16 



6 + — 



1 



16 



are sec ^ + 



2Vs 2 -4 



J + c = — (6> + sen6>cos6>) + c 



+ c 



109.-j"V^(l + w 2 ) 2 ¿/w 
Solución. - 

1 4ü{\ + u 2 ) 2 du = jyfü (l + 2w 2 +u 4 )du = ^u'^du + 2|m : '-í/m + Jm'^í/m 



ÍT 2 . W /2 W /z 

72 72 72 



+ c = - 



2t/ 2 Au' 
- + — 



- + ■ 



2w ; 



11 



- + c = - 



2«Vw 4w 3 Vw 2w 5 Vw 



-+■ 



- + ■ 



11 



- + c 



f 2w 4w 3 2w 5 



+ - 
3 7 



+ - 



11 



+ c 



(x 3 + x 2 )c/x 

x 2 + x - 2 
Solución. - 

(x 3 + x 2 )dx 

~2 



110.-J 

Solucic 

p (x 3 + x )ax _ (• 
•J x 2 + x-2 



x + - 



2x 



x +x-2 



í/x = j" xdx + j" 



2xdx 



2xdx 



= - + í 

(x + 2)(x-l) 2 J (x + 2)(x-l) 
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x 2 r 2xdx x 2 r Adx r Bdx , . 

= — + = — + + (*) 

2 J (x + 2)(x-l) 2 J x + 2 J x-\ 

2x ¿4. .Z? _ . , _ . _ . 

+ =>2x = A(x-l) + fí(x + 2) 



(jc + 2)(jc-1) x + 2 x-1 

x = 1 => 2 = 3S => B = % 



De donde: 



3 

x = -2 => -4 = -3 A => A = 4 / 



. . x 2 4 p dx 2 r dx x 2 4 „ , - i ,i 

(*) = — + - + - = — + —¿77 x + 2 \ + -£n x-1 + c 

2 3 J x+2 3 J x-l 2 3 1 1 3 1 1 



= y + -^77|(x + 2) 2 (x-l)| + C 

111- Ja¿/¿ 
Solución. - 

j"a¿/¿ = aj"cK? = ab + c 

112- f , Jx 

J Vx 2 -2x-8 
Solución. - 

Completando cuadrados se tiene: x 2 -2x-8 = (x 2 -2x + l)-9 = (x-1) 2 -3 2 
Sea: x - 1 = 3 sec 0, dx = 3 sec 9rg9d9, ^(x-l) 2 -3 2 = 3rgé> , luego: 

f , dx =\ , dx = t t™f!*f d0 = ¡ sec ede = eri\scce + T g e\ + c 

J Vx 2 -2x-8 J ^/(x-l) 2 -3 2 J l?gé J ' ' 



-1 Vx 2 -2x-8 
- + 



3 3 
(x + l)dx 



+ c 



■x 2 



"^a/2x-. 
Solución. - 

Completando cuadrados se tiene: 

2x - x 2 = -(x 2 - 2x) = -(x 2 - 2x + 1 - 1) = -(x 2 - 2x + 1) + 1 = 1 - (x 2 - 1) 
Sea: x-l = send,dx = eos 6d6, ^l-(x-l) 2 = eos , luego: 
r(x + l)dx_ 1 r (2 - 2x) - 4 _ 1 j- (2-2x)<ix + dx 



42x-x 2 2 J ^2x-x 2 " 2 J V2x-x 2 J V2x-.~ 2 



■x 

= -\¡2x-x 2 +2Í , = — = -\¡2x-x 2 + 2 [ ¡ — ^ X 
J V2x-x 2 

= -42x-x 2 + 2 J ^^^ = -V2x-x 2 +26> + c = -V2x-x 2 + 2arcsgn(x-l) + c 
11 4.- J /(*)/'(*)<& 
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Solución.- Sea\u = f(x),du = f\x)dx 

| f(x)f'(x)dx = ^udu = — + c= — +c 



.. .■ i- r x 3 + 7x 2 - 5x + 5 , 
115.- z dx 

J x 2 + 2x-3 

Solución. - 

p x 3 +7x 2 -5x + 5 , ff _ 20-12jc V p , ^p , p(20-12x)dx 

; dx = x + 5 + — : wx = xdx + 5 <ix + — -. — 

J x 2 + 2x-3 ¡ { x 2 + 2x-3J J J J x 2 + 2x-3 

p , _p , p(20-12x)dx x 2 _ p Adx p 6 „ s 

xdx + 5 dx + — = — + 5x+ + (*) 

J J J (x + 3)(x-l) 2 J x + 3 J x-1 

20-12x = A(x-l) + B(x + 3) 

> = 1=>8 = 4B=>5 = 2 
x = -3^56 = -4A^ A = -14 



De donde:- 



(*) = ^- + 5x-14j-^ + 2j-^-=y + 5x + 14^^|x + 3| + 2^7|x-l| + c 

11 6.- le dx 

Solución. - 

P ^|l+x+x 2 | P 2 X 2 X 3 

Je ' 'ax = J (1 + x + x )dx = x + — + — + c 
(x-í)dx 



117.- r r 

J Vx 2 -4x + 3 
Solución. - 

Completando cuadrados se tiene: x 2 -4x + 3 = x 2 -4x + 4-1 = (x-2) 2 -l 

Sea: x - 2 = sec 6>, <ix = sec OrgOdO, ^(x-2) 2 -l = rgd , luego: 
p (x-l)dx _ 1 p (2x-4) + 2 _ 1 p (2x-4)<¿x p dx 
J Vx 2 -4x + 3 2 J Vx 2 -4x + 3 2 J Vx 2 -4x + 3 J Vx 2 -4x + 3 

= Vx 2 -4x + 3+ f ^ X - = Vx 2 -4x + 3+ f ^ X = 
J Vx 2 -4x + 3 J V(x-2) 2 -l 

/— : r sec6> TgédO r—. r 

= Vx 2 -4x + 3+ f ^ = Vx 2 -4x + 3 + \ sec OdO 

J J 

= Vx 2 -4x + 3 + £r/\secd + Tgd\ + c 

= ^x 2 -Ax + 3 + irj x-2 + a/x 2 -4x + 3 



+ c 



118.- f 

Vx 2 + 4x + 5 
Solución.- 



Completando cuadrados se tiene:x 2 + 4x + 5 = x 2 + 4x + 4 + l = (x + 2) 2 + l 
Sea: x + 2 = rgO,dx = sec 2 OdO, <J(x+2) 2 + l = sec 6> , luego: 

xdx r xdx 



í 



r (rgO - 2) sec^ OdO r _ „r 
J ¿*r = J rg<9sec OdO - 2j sec 6>¿/6> 



Vx 2 + 4x + 5 J V(^ + 2) 2 + l J >^ 
sec # - 2£ 7 |sec + + c = -\/x 2 +4x + 5 - 2^ r¡ Vx 2 + 4x + 5 + x + 2| + c 
4¿/x 



119.-J 



x 3 + 4x 
Solución. - 

4¿/x r(3x 2 + 4)-3x 2 



J x + 4x J 



x +4x 
3 r 2x¿/x 



¿x = J 



(3x 2 + 4)dx 
x 3 +4x 



x 2 dx 
x 3 +4x 



= £tj\x 3 + 4x\--\ — = ^^|x 3 +4x|--^77|x 2 + 4| + c 

i ■ 2 J x +4 ' ■ 7 1 ! 



x(x 2 + 4) 



(x ¿ +4) 
co rgxdx 



+ C = i?J 



+ c 



= lr¡ 

120. - f 

J ^^|senx| 

Solución.- Sea:w = lrj\pevix\,du = corgxdx 
C corgxdx _ (• du 
£?7|senx| w 

1 21 . - j" £ r¡ exp yjx-ldx 
Solución. - 



J — = ^7|w| + c = ^7^7|senjc|| + c 



(x-lf , _2(x-l)V(x-l) 



- + c = 



+ c 



jir/expy/x-ldx = jVx-ldx = 

72 

J x 

Solución.- Sea: Vl + x 3 = í=>¿ 2 =l + x 3 =>x = ^A 2 -1, <ix = — 

3(í 2 -D 

• Vl + x 3 , f 3(í 2 -l) K 2 f t 2 dt 2 



(¿ 2 -l) x 



2 1 „ 

= -t + -£n 

3 3 



t-\ 



f + 1 



= - -5 — = - 1 + — dt = -\dt + -\-. — 
3 J í 2 -1 3 J t t 2 -\) 3 J 3 J í 2 -1 

Vl + x 3 -1 



L I 7 1 

+ c = -Vl + x +-^77 



Vl + x 3 +1 



123.-J. 



x-1 1 

X + l X 



dx 



Solución.- Sea:, 
\}——-dx= \ l 



i X 1 9 X 1 . - 9 \ 7 

=t=>t = => x(l-t ) = t => 

/x+1 x+1 

(l-t 2 ) A tdt r t 2 (X^f)dt , 

ñ 2 ~ Ui+ña-ñ* ~ J 



(i+í 2 ) a-? 2 ) 2 



.X - — ,, * dx ~ 

i-t 2 



t dt 

(i+ñ(i-ñ 



Atdt 



2\2 



{l-t') 



-4f 



(1+í)(1-0(1+í 2 ) 

.2 



= 4 



C Adí (• oat (• 

■'T+7 + -'r : 7 + -' 



A 5 
+ + 



Bdt 
Cí + D 



Cí + D 

7+7^ 



(*) 



(l+0(l-0(i+í 2 ) 1+í 1-í i + í 2 

=> t 2 = A(l - í)(l + ¿ 2 ) + 5(1 + 0(1 + ñ + (Ct+ D)(l - 1 2 ) 
í = l=>l = 4fí=>fi=V 



De donde: 



f = -l=>l = 4A 
í = 0^0 = A + S + D 



4 

A= I 



4 



1/ 



í = 2^4 = -5A + 15B + (2C + D)(-3)^C = 



. . .1 1 f dt l r dt 

(0 = 4 - + - 

^4 J 1+í 4 J 1-í 2 J l + í 

= ?,ri\t + l\ - lri\t -l\-2mcr gt + c = Ir/ 



t dt l r dt \_ r dt r dt r 

Ji^7 2J í+í 2 J~J 1+7 jT^I j 



dt 
i+l 



dt 

i+7 



-2arcrgí + c 



x + 1 



x-1 



+1 



x + 1 



x-1 



-1 



-2arcrg i 



x + 1 
x-1 



+ c = £rj 



t-l 

Vx-1+ Vx+1 



Vx-1 - Vx+1 



-2arcrg i 



x + 1 
x-1 



+ c 



124.- f 

J 



senxdx 



1 + s e n x + eos x 
Solución.- Sea:senx = 



2z 1-z x , 2¿fe 
7 ,cosx = r-,z = rg-,¿/x = r- 

1 + z 2 1 + z 2 2 1 + z 2 



sen xdx 



1 + s e n x + eos x 

4z¿fe 



-í 



í 2z 1 


í 2 1 


ll+z 2 J 


U + z 2 J 



4z 
1 + z 2 



dz 



2zdz 



l + z 2 +2z + l-z 2 
A¿fe r Bz + C 



(l + z z )(2 + 2z) 
2z 



(l + z)(l + z 2 ) 1 + z 1 + z 2 



(l + z)(l + z ¿ ) J l + z J 1 + z 

A Bz + C 
+ - 



-<fe(*) 



De donde: 



z = -l^-2 = 2A^ A = -l 

z = 0^0 = A + C^C = 1 

z = 1^2 = 2A + 2S + 2C^S = l 



. . r dz f Z + 1 , „!, |lf 2z¿fe f dz 

(*) = - + v dz = -i?] 1 + z +- -5 — + -5 — 

Ji^v Ji^. 2 'I l 2 J z 2 + l J z 2 +1 



1 + Z J l + Z 

= -ÍT]\l + z\ + ^tTi\z 2 + 1| + are rgz + c = ^7 
^ 2 ^ + 1 



z + l 



+ are rgz + c 



= ^7 



125.-J 



dx 

3 + 2cosx 



+ are rgz + c 



2z 1 — z x 2dz 
Solución.- Sea:senx = ^,cosx = T ,z = tg — ,dx = T 

1 + z 2 1 + z 2 2 1 + z 2 



dx 



3 + 2cosx 



2z 
1 + z 2 



3 + 2 



'l-z 2 ^ 



arcrg 
xdx 



T 8 
5 2 



1 + z 2 

X 



dz = \ 



2dz 



3 + 3z 2 +2-2z 2 



dz 



5 + z 2 



v 1 *• J 

\ 



+ c 



5 

126.- r ... 

J Vx 2 -2x + 5 
Solución. - 

Completando cuadrados se tiene: x 2 -2x + 5 = x 2 -2x + 1 + 4 = (x-l) 2 + 2 2 
Sea: x - 1 = 2zg0, dx = 2 sec 2 OdO, ^(x-l) 2 + 2 2 = 2sec <9 Juego: 



I 



xdx 



1 f (2x-2 + 2)dx 1 f (2x-2)dx 



-í 



í 



í- 



dx 



Vx 2 -2x + 5 2 J Vx 2 -2x + 5 2 J Vx 2 -2x + 5 J Vx 2 -2x + 5 

= Vx 2 -2x + 5 + [ -. dx — = Vx 2 -2x + 5+ [ -. dx = 
J Vx 2 -2x + 5 J yJ(x-l) 2 + 2 2 

= Vx 2 -2x + 5+J ^^^^ =Vx 2 -2x + 5+J? 

= a/x 2 -2x + 5 + ^ 77 |sec # + Tg6\ + c 
127.-J 



sec OdO 



(l + senx)¿/x 
senx(2 + cos x) 



Solución.- Sea:senx; 



_2z_ 
1 + z 2 



-,cosx = 



1-z 2 



,z = tg-,dx = 



2dz 



1 + z 2 ' 6 2' 1 + z 2 



• (1 + s e n x)dx 
senx(2 + cosx) 



-í 



1 + 



2z 
1 + z 2 



>KZ^ 



2 + 



l-z 2 
1 + z 2 



dz = \ 



(í + z 2 +2z)dz 
2z(l + z 2 ) + z(l-z 2 ) 



■(z 2 +2z + l)dz r(z 2 +2z + l)dz 



+ 



" J z(z 2 +3) 
Bz + C 2 



r Adz r 



Bz + C 



dz(*)} 



Adz 
z + J (z'+3) 

z 2 + 2z + l = A(z 2 +3) + (Bz + C)z 



J z 3 +3z 
(z 2 + 2z + l) = A 

z(z 2 + 3) z (z ¿ +3) 
=> Az 2 + 3A + Bz 2 + Cz => (A + B)z 2 + Cz + 3 A , igualando coeficientes se tiene: 



A +B 



3A 



= 
C = 2 

= h 



l rdz r % z + 2 
3 J z J (z 2 +3) 



1/ 6 = 2/ r = 2 

73' 73' 



1 r ¿fe Ir 2z¿fe 
3 'T + 3 ' (7+3) 



+4 



dz 



1 i ,, , , / i 
= — tr¡\z gyr^ + ^lr¡ t g /2 + 3| + — are ig 



2_ 



rg 



(z 2 +3) 



+ c 



J v 



dx 



x 4 + 4 

Solución.- Sea: x 4 + 4 = x 4 + \x 2 + 4 - 4x 2 = (x 2 + 2) 2 - (2x) 2 = (x 2 + 2x + 2){x 2 -2x + 2) 



r dx r 
i r 4 4- 4 ~ J 



dx 



x 4 + 4 J (x 2 +2x + 2)(x -2x + 2) J (x 2 + 2x + 2) J (jc -2x + 2) 



í- 

J ( 



(Ax + B)dx r (Cx + D)dx 



■ + 



(*) 



1 



(Ax + B) (Cx + D) 



(x 4 +4) (x 2 + 2x + 2) (x 2 -2x + 2) 
1 = ( Ax + B)(x 2 - 2x + 2) + (Cx + D)(x 2 + 2x + 2) 

1 = (A + C)x 3 + (-2 A + B + 2C + D)x 2 + {2 A -2B + 2C + 2D)x + (2B + 2D) 
Igualando coeficientes se tiene: 

A + C =0^ 



-2A +B + 2C+ D = 
2A-2B + 2C + 2D = 
2B +2D = l 



V B=V C 



V D=V 
78' 74 



(x + 2)dx 



lf (*- 

J Cr 2 - 



(x-2)dx 



8 J (x z +2x + 2) 8 J (x-2x + 2) 



1 r (x + l)dx 1 



+ - 



dx 



1 r (x-l)dx 1 
- + - 



8 J fr-1 



¿/x 



^ í — 

8 J (x + l) 2 + l 8 J (x + l) 2 +l 8 J (x-l) 2 +l 8 J (x-l) 2 + l 



16 



1 



1 



1 



£rj x + 2x + 2 +-arcrg(x + l) ^7 x -2x + 2 +-arcrg(x-l) + c 



8 



16 



8 



240 
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